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Resumen 
 El presente proyecto tiene su marco teórico en las técnicas de indentación 
instrumentada. Mediante este tipo de ensayos pueden relacionarse la dureza y las 
propiedades mecánicas fundamentales de un material, tales como el módulo de Young, el 
límite de fluencia o el coeficiente de endurecimiento por deformación. En el caso de 
indentaciones puntiagudas en las que se utilizan pirámides Vickers o Berkovich esta 
relación se puede establecer mediante el conocimiento de las curvas de carga aplicada   
(P)-profundidad de penetración (h). En estos casos no existe variación de dureza conforme 
la profundidad de penetración aumenta. Por otro lado, en el caso de indentación esférica o 
indentación Brinell la dureza sí varía con la profundidad de penetración. 
 El propósito de este proyecto es llegar a establecer una ecuación general de dureza, 
medida con penetradores esféricos según ensayo Brinell, que permita extraer las 
propiedades mecánicas de un material a partir de tres indentaciones es decir, mediante tres 
valores de dureza y sus correspondientes radios de contacto será posible determinar 
propiedades tales como el módulo de Young, la tensión de fluencia y el coeficiente de 
endurecimiento por deformación. Para alcanzar este objetivo se utiliza el análisis 
dimensional a fin de establecer las dependencias del problema y, sistemáticamente, se 
realizan simulaciones por elementos finitos del ensayo de indentación en sólidos que 
poseen un amplio abanico de propiedades. El resultado es una función en R4 que relaciona 
la dureza y el tamaño de la correspondiente huella inducida por la indentación con las 
propiedades mecánicas anteriormente citadas. La función predice correctamente la 
evolución del modo de contacto elasto-plástico a profundidades pequeñas, al 
completamente plástico a medida que se incrementa la profundidad de penetración del 
indentador en el material. En consecuencia, la solución obtenida suministra un tratamiento 
unificado al problema del contacto esférico entre sólidos que era inexistente en la literatura 
especializada. 
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1. Motivación 
En la actualidad, la caracterización de propiedades mecánicas de materiales se 
realiza cotidianamente mediante un simple ensayo de tracción, siendo ésta una de las 
técnicas más utilizadas en cualquier laboratorio de investigación o control de calidad. 
Sin embargo, y de forma previa al desarrollo de ensayos uniaxiales normalizados, a 
principios del siglo XX, empezaron ya a aparecer, de la mano de Meyer, las primeras 
expresiones que buscan relacionar las propiedades plásticas de los materiales con 
parámetros medibles por ensayos de indentación. La posibilidad de caracterizar 
propiedades mecánicas a partir de ensayos de indentación es importante si se tiene en 
cuenta su carácter no destructivo, localizado, sencillo de realizar, económico y de gran 
reproducibilidad. Recientemente, los avances en recubrimientos, la tendencia a estudiar 
materiales mono o multicapa y el avance en la utilización de estas técnicas en campos tan 
dispares como la microelectrónica o el envasado, requieren de la necesidad de utilizar otro 
ensayo, que no sea el de tracción, para poder caracterizar las propiedades mecánicas de 
dichos recubrimientos y del propio componente. Es en este punto es donde el ensayo de 
indentación es útil. La posibilidad de realizar, sobre una superficie recubierta, un ensayo de 
indentación y el poder extraer propiedades mecánicas del conjunto que forman 
recubrimiento y substrato del mismo, hacen de esta técnica uno de los campos más 
atractivos en la caracterización de materiales. Pero no solo en recubrimientos el ensayo de 
indentación destaca por encima de los demás. La necesidad de determinar propiedades 
mecánicas puntuales o en regiones localizadas como por ejemplo en soldaduras o en piezas 
en servicio, hacen del ensayo de indentación, sin duda, la mejor opción. Si se añade la 
posibilidad de realizar ensayos de indentación a escalas micro y nanométricas aún queda 
más patente, si cabe, el gran potencial de un simple ensayo de indentación.  
Las metodologías actuales, a diferencia de las primeras, fruto del ajuste de ensayos 
experimentales u observaciones empíricas, se realizan a través de simulaciones de ensayos 
de indentación sobre diferentes materiales perfectamente conocidos. Este tipo de 
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metodologías permiten encontrar expresiones que, a su vez, relacionan los diferentes 
parámetros de contacto con las propiedades mecánicas del material. 
Uno de los principales inconvenientes que se encuentran en la actualidad es que, las 
expresiones que relacionan los resultados de indentación esférica con las propiedades 
mecánicas del material ensayado sólo funcionan en determinadas regiones de una curva 
tensión-deformación esto es, cuando el material tiene una respuesta completamente elástica 
o cuando su comportamiento es completamente plástico. Es evidente que esto no sólo 
supone una limitación por el hecho de no estar en disposición de una solución única, sino 
que, además, el comportamiento transitorio elasto-plástico no quedará bien caracterizado. 
La motivación de este proyecto es, mediante el ajuste de curvas de dureza en 
función del radio de contacto del indentador con la superficie indentada, encontrar una 
ecuación de dureza unificada que permita extraer las propiedades mecánicas de un material 
a través de un ensayo no destructivo como es el de indentación. Una solución de este tipo 
permitiría caracterizar un material fuera cual fuese el comportamiento mostrado en una 
curva tensión-deformación. 
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2. Introducción 
 Los conceptos que se plantean en este apartado son los siguientes. Por un lado se 
dará información acerca de los ensayos de indentación, particularizando para el caso del 
ensayo Brinell. A continuación se tendrán en cuenta las distintas aproximaciones al 
problema, realizadas por Hertz y Meyer, para establecer relaciones entre los resultados de 
dureza y las propiedades mecánicas. De forma natural se introducirá el problema planteado 
por la transición entre las zonas descritas por Hertz, zona elástica, y Meyer, zona 
completamente plástica. Por último se planteará el concepto principal sobre el que se 
fundamenta la solución propuesta, el análisis dimensional. Dado que la obtención de la 
ecuación generalizada se realiza a partir de simulaciones por elementos finitos, se incluye 
una descripción de la malla utilizada y de las principales consideraciones, tales como 
condiciones de contorno, tipo y tamaño de los elementos, tenidas en cuenta. 
2.1. Ensayos de indentación 
Los ensayos tipo Brinell, Rockwell, Vickers y Knoop son frecuentemente usados 
para la determinación de la dureza. El concepto básico empleado es la evaluación de la 
deformación del material como resultado de la carga normal aplicada sobre su superficie 
mediante el penetrador. Si el material es duro, la indentación será relativamente pequeña o 
poco profunda mientras que, si el material es blando, la huella del indentador será bastante 
grande o profunda. 
Estos ensayos suelen clasificarse de dos maneras: o bien según el rango de fuerzas 
aplicadas o bien según el método de medición empleado. El prefijo “macro” se utiliza para 
referirse a aquellos ensayos donde la carga es superior a 1 kgf; mientras que para el caso 
de ensayos en una escala “micro”, la carga será inferior a 0.5 kgf. Adicionalmente, algunos 
equipos son capaces de aplicar cargas tan bajas como los 0.01 gf y, comúnmente, se refiere 
a ellos con el prefijo “nano”. Los ensayos Rockwell pertenecen a la escala macro, mientras 
que los ensayos Knoop se emplean a escala micro. El ensayo Vickers y los tipo Brinell, en 
donde se emplea una esfera, pueden usarse tanto en rangos micro como macro.  
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Gran cantidad de propiedades pueden determinarse a partir de los resultados 
suministrados por un ensayo de dureza. Seguidamente se ofrece una lista de estas 
propiedades: resistencia a abrasión o desgaste, resistencia a deformación plástica, módulo 
de elasticidad, límite de elasticidad, ductilidad y tenacidad. Algunas de estas propiedades 
tienen relaciones numéricas con la dureza, tal y como se demostrará en este trabajo, y 
otras, como la tenacidad, están basadas en la observación de las grietas que envuelven a la 
huella de indentación. 
Principios del método 
 La base de los ensayos de indentación estáticos es que se fuerza un indentador a 
través de la superficie del material que se desea ensayar durante un cierto periodo de 
tiempo. Cuando la fuerza se aplica sobre la probeta mediante contacto con el indentador, el 
material sufrirá deformación plástica a partir de una carga crítica. Después de retirar la 
fuerza aplicada, se espera que exista una cierta cantidad de recuperación elástica en la 
dirección opuesta al flujo inicial. Dado que la recuperación elástica no es total, se 
encuentran tensiones residuales debajo de la huella. El valor de la dureza se calcula a partir 
de la cantidad de la deformación permanente o flujo plástico observados en el material. 
 Los valores de dureza únicamente pueden ser comparados si se emplea el mismo 
tipo de ensayo, puesto que la geometría del indentador y la fuerza aplicada influyen en el 
resultado final de dureza. El valor de dureza Brinell se calcula a partir  del cociente entre la 
fuerza aplicada y la superficie de contacto del indentador, cuyo cálculo requiere del 
conocimiento de la geometría de la esfera empleada como indentador. Los parámetros 
tomados en cuenta en los ensayos de indentación Vickers y Knoop también incluyen la 
fuerza aplicada y la geometría del indentador. 
 Dentro de los ensayos de indentación, puede diferenciarse entre los convencionales, 
en los que solamente se mide la dureza, y los instrumentados, en los que se obtiene in situ 
la curva de carga aplicada (P)-profundidad de penetración(h). 
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2.1.1. Ensayos de indentación convencional 
Los primeros ensayos de dureza eran ensayos convencionales de indentación, los 
cuales siguen siendo ampliamente utilizados en cualquier laboratorio y en todos los ámbitos de 
la ciencia de materiales. El ensayo convencional abarca a todas aquellas indentaciones 
realizadas en los rangos micro y macro, y de las cuales solo se pretenda hacer una medida de 
la dureza.  
Su funcionamiento se basa en la aplicación de una carga de forma cuasi-estática 
durante la duración del ensayo, donde el valor de la dureza calculado como el cociente entre la 
fuerza aplicada y el área de la huella proyectada en el plano perpendicular a la dirección de 
indentación, es equivalente al valor de la presión media existente en el contacto. 
2.1.2. Ensayos de indentación instrumentada 
Mucho más evolucionado que el anterior, el ensayo instrumentado ofrece una mejor 
obtención de datos del problema útiles para las metodologías implantadas que existen hoy en 
día.  
Los primeros indentadores empleados fueron del tipo Vickers, cuya punta tiene forma 
piramidal cuadrada con las cuatro caras iguales y formando entre ellas ángulos de 136º, que 
permitían medidas en el rango de la microindentación. Esta nueva forma de medir la dureza 
permitía su combinación con otras técnicas como la microscopía electrónica, la difracción de 
electrones y la dispersión de rayos X para estudiar en detalle las propiedades de deformación 
de un gran número de nuevos materiales. Todo esto era posible porque la técnica de 
indentación es no destructiva para la muestra. 
El paso siguiente al nacimiento de la microindentación fue el desarrollo de sistemas 
capaces de realizar indentaciones aún más pequeñas. Este paso se dio con la aparición de la 
nanoindentación. Su avance fue posible gracias al desarrollo de los microscopios de efecto 
túnel y de fuerza allá por los años 80. Estos nuevos instrumentos introducían técnicas 
novedosas para la aplicación y medida de cargas muy pequeñas. En los sistemas de 
nanoindentación suele emplearse una punta tipo Berkovich con forma de pirámide. 
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En este caso el ensayo de dureza se basa en la obtención de la curva P-h (carga de 
indentación en función de la profundidad de penetración). Ésta se consigue ya que, a 
diferencia del ensayo convencional, el instrumentado permite controlar la carga y la velocidad 
del indentador o de la de la aplicación de la carga, hasta llegar a una profundidad deseada. En 
resumen, los experimentos de indentación instrumentada, evalúan la evolución del contacto 
responsable a lo largo de la carga y descarga del experimento añadiendo, así, conocimientos 
complementarios a las medidas de dureza y apilamiento que se pueden obtener a partir del 
ensayo convencional.  
2.1.3. Ensayo de indentación Brinell 
Los ensayos Brinell, realizados de forma tanto instrumentada como convencional, 
son posiblemente los más utilizados para caracterizar a un metal. La normalización de este 
ensayo fue llevada a cabo mediante leyes empíricas propuestas, fundamentalmente, por 
Meyer, O’Neill y Tabor. Sin embargo, la indentación de un medio elasto-plástico mediante 
una bola nunca ha sido plenamente caracterizada mediante una única ecuación de dureza. 
Éste es uno de los objetivos del presente trabajo. 
El ensayo de dureza Brinell es un método para determinar la resistencia a la 
penetración usando una máquina que fuerza la penetración de una esfera dura, bajo 
condiciones específicas, dentro de la superficie ensayada, midiendo luego el diámetro de la 
impresión resultante cuando se ha quitado la carga. 
El equipo para el ensayo de dureza Brinell consta de una máquina que sostiene la 
muestra y que aplica una carga determinada de indentación sobre una esfera, la cual entra 
en contacto con la superficie a ensayar. La magnitud de la carga de indentación está 
limitada a unos ciertos valores discretos (3000, 1500 y 500 kgf, donde 1 kgf = 9.8 N). 
El diseño de la máquina de ensayo debe ser tal que no se den movimientos laterales 
o balanceos de la muestra o de la esfera mientras se aplica la carga. El sistema de carga 
debe operarse con el máximo cuidado a medida que se aproxima al valor máximo de 
indentación. 
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Las esferas Brinell normalizadas deberán tener 10 mm de diámetro con una 
tolerancia de este valor no superior a 0.005 mm. Esferas más pequeñas y sus respectivas 
tolerancias vienen indicadas en la Tabla 2.1. 
          Tabla 2.1. Tamaños de esfera para el ensayo Brinell con sus respectivas tolerancias.[1] 
Diámetro de la esfera (mm) Tolerancia (mm) 
De 1 a 3 ± 0.0035 
De 3 a 6 ± 0.0040 
De 6 a 10 ± 0.0045 
 Una esfera de acero con dureza Vickers (HV) de al menos 850 usando una carga de 
10 kgf puede usarse en materiales que tengan un HB (número de dureza Brinell) no 
superior a 450 o una esfera de carburo de tungsteno en materiales con HB no superior a 
630. El ensayo de dureza Brinell no se recomienda para materiales que tengan un HB 
superior a 630. La esfera debe estar pulida y libre de defectos. Siempre que el valor de HB 
exceda de 200, se debe reportar el tipo de esfera utilizado. 
 Si se ensaya un material con un HB superior a los anteriormente descritos, la esfera 
debe medirse después del ensayo. Si ésta muestra un cambio permanente en el diámetro 
superior a la tolerancia máxima permitida indicada en la Tabla 2.1, los resultados se 
considerarán como no representativos y la esfera no podrá usarse en ensayos posteriores. 
 El espesor de la pieza ensayada debe ser tal que no aparezcan abombamientos, así 
como otras marcas, que muestren los efectos de la carga sobre el lado opuesto de la 
impresión. En cualquier caso, el espesor del espécimen debe ser, al menos, diez veces 
superior a la profundidad de la huella de indentación. En la Tabla 2.2 se muestran tanto los 
espesores mínimos de las probetas según la carga que se desee aplicar, como el límite 
superior de la dureza que se podrá determinar. 
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      Tabla 2.2. Espesores de probeta y máximas durezas determinables según la carga aplicada.[1]  
Durezas máxima determinables mediante ensayo de dureza Brinell 
(HB) según la carga aplicada 
Espesor mínimo de la 
muestra (mm) 
3000 kgf 1500 kgf   500 kgf 
1.6 602   301    100 
3.2 301   150     50 
4.8 201   100     33 
6.4 150    75     25 
8.0 120    60     20 
9.6 100    50     17 
 La carga en el ensayo normalizado de dureza Brinell debe ser de 3000, 1500 o 500 
kgf. Es deseable que la carga de ensayo sea de tal magnitud que el diámetro de la 
impresión esté en el intervalo de 2.50 a 6.00 mm (25.0 a 60.0 por ciento del diámetro de 
esfera). 
El límite inferior en el diámetro de impresión es necesario debido a la reducción en 
la sensibilidad del ensayo con la reducción en el tamaño de la impresión. El límite superior 
está influenciado por las limitaciones de desplazamiento del indentador en ciertos tipos de 
máquinas de ensayo. Los requerimientos de espesor mencionados anteriormente pueden 
determinar el diámetro máximo permisible para un ensayo específico. La Tabla 2.3 da las 
cargas normalizadas y los números aproximados de dureza Brinell para el intervalo de 
diámetros de impresión antes indicado. 
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Tabla 2.3. Relación entre cargas normalizadas e intervalo de validez para una bola de 10 mm.[1]  
Diámetro de la esfera (mm) Carga (kgf) Intervalo de HB 
10 3000 96 a 600 
10 1500 48 a 300 
10  500 16 a 100 
No es en absoluto necesario que el ensayo Brinell esté de acuerdo con este 
intervalo en HB, pero debe tenerse en cuenta que pueden obtenerse diferentes números de 
dureza Brinell para un material dado usando diferentes cargas sobre una esfera de 10 mm. 
Con el propósito de obtener una escala continua de valores, puede ser deseable usar 
una única carga para cubrir el intervalo completo de dureza para una clase de material 
dado. 
Para aquellos metales más blandos, cargas de 250, 125 o 100 kgf, pueden ser 
utilizadas. La carga empleada debe ser específicamente señalada en el informe posterior. 
Cuando se requiera ensayar muestras delgadas o pequeñas, generalmente se usan 
esferas con un diámetro inferior a 10 mm. Estos ensayos, que no están normalizados, se 
aproximarán más a estos si la relación entre la carga aplicada, P, medida en kilogramos 
fuerza, y el diámetro de la esfera, D, en milímetros, es la misma que en el ensayo 
normalizado donde: 
 P/D² = 30 para carga de 3000 kgf y esfera de 10 mm 
 P/D² = 15 para carga de 1500 kgf y esfera de 10 mm 
 P/D² = 5 para carga de 500 kgf y esfera de 10 mm 
 En el caso de metales blandos que no pueden ensayarse con las relaciones, 
anteriormente citadas, de P/D2, puede usarse: 
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P/D² = 2.5 
    P/D² = 1.25 
    P/D² = 1.0 
 En caso de realizarse diversas indentaciones sobre una misma superficie, la 
distancia del centro de cada una de las huellas hasta el borde de la muestra o hasta el borde 
de otra indentación, debe ser al menos dos veces y media el diámetro de la indentación. 
 Una vez realizada la indentación, deben medirse dos diámetros de la impresión que 
formen ángulos rectos uno con respecto al otro, el valor promedio será utilizado para 
calcular el número de dureza Brinell. Para ensayos rutinarios y para determinar el 
cumplimiento con una especificación de material o producto, el diámetro de la impresión 
debe medirse con una precisión de 0.05 mm. 
 Finalmente, el valor de la dureza se determinará mediante la expresión[1]: 
                                                   ( )222 dDDD PHB −−= π                                               (2.1) 
2.2. Fundamentos de deformación en materiales metálicos 
Puesto que el tipo de ensayo considerado implica una deformación sobre el 
material parece lógico introducir en la memoria algunos aspectos referentes tanto a la 
estructura de materiales metálicos como a los mecanismos de deformación de interés. Es 
conveniente señalar que no se pretende hacer un tratamiento exhaustivo de mecanismos de 
deformación de hecho, y tal como se explicará más adelante, el modelo de plasticidad 
empleado en este proyecto es el propuesto por von Mises, lo cual implica que las 
deformaciones de interés son aquellas que se producen sin variación de volumen, quedan 
pues descartados mecanismos como el macladoa. Sí se discutirán, en cambio, los 
mecanismos de movimiento de dislocaciones. 
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2.2.1. Materiales metálicos 
Las principales características de los materiales vienen determinadas por los átomos 
que los componen, la estructura atómica y las fuerzas que mantienen unidos estos átomos. La 
ordenación atómica de los átomos vendrá dada por la interacción existente entre ellos y la 
naturaleza de los mismos. Son estas fuerzas interatómicas las que gobiernan el 
comportamiento elástico y, por lo tanto cuantifican, el módulo elástico del material. 
Se han dedicado grandes esfuerzos en el estudio de la estructura de los diferentes 
metales y se sabe que, dentro del cristal, los átomos se disponen de manera ordenada oscilando 
alrededor del punto de equilibrio, por lo que se trata de un equilibrio dinámico. La ordenación 
en el espacio de los átomos da lugar a estructuras tridimensionales que poseen propiedades a 
lo largo del espacio de simetría, traslación, rotación y periodicidad. Por lo tanto, se puede 
definir, dentro de un cristal, un sistema de puntos virtuales, en los cuales puede o no estar 
situado un átomo, que forman una red definida por unos ejes directores que la reproducen a lo 
largo de todo el espacio. Este conjunto de puntos en el espacio en forma de red en tres 
dimensiones se denomina red de Bravais y se puede definir en dicha red una unidad elemental 
con la cual pude reproducirse el resto de puntos del espacio. En esta red o unidad elemental 
llamada celda unitaria se encuentra la unidad de la estructura cristalina, la cual es responsable 
en gran medida de las propiedades eléctricas, magnéticas, mecánicas térmicas y ópticas del 
material. 
Existen catorce tipos posibles de redes espaciales o de Bravais que a su vez pueden ser 
clasificadas en siete sistemas cristalinos. Cada material cristaliza en un sistema determinado 
debido a la transformación de fase de liquido a sólido al bajar la temperatura del sistema. En 
este caso son las leyes de la termodinámica las que determinan la red cristalina en la cual un 
determinado sistema debe cristalizar. La mayoría de los metales que se utilizan en la industria 
cristalizan principalmente en sistemas cúbicos o hexagonales, de los cuales están bien 
determinadas sus propiedades tanto matemáticas (simetría, rotación, traslación, etc.) como sus 
propiedades físicas (magnetismo, piezoelectricidad, etc.). De estos dos sistemas, 
principalmente  sólo tres tipos redes espaciales tiene interés industrial, éstas son; la f.c.c. 
(cúbica centrada en las caras)la b.c.c. (cúbica centrada en el cuerpo) y la h.c.p. (hexagonal 
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compacta), aunque esta última es simplemente una red tetragonal pero la tradición ha hecho 
que sea tratada como un red particular. En la Fig. 2.1 se pueden observar las diferentes redes y 
sistemas de Bravais. 
 
Fig. 2.1. Los diferentes sistemas cristalinos y las redes  de Bravais que los forman.[2] 
Algunos metales presentan polimorfismo, propiedad que permite poder cristalizar en 
más de un tipo de sistema espacial o en diferentes tipos de redes dentro del mismo sistema. Si 
el cambio en la estructura es reversible, entonces el cambio se conoce como alotropía. El acero 
es uno de los metales más utilizados y sirve como ejemplo claro para ilustrar esta propiedad ya 
que la estructura ferrítica (b.c.c.) pasas a una estructura austenítica (f.c.c.) al aumentar la 
temperatura. 
Si algo caracteriza a los metales en comparación con otros materiales es su estructura 
ordenada y su facilidad en cristalizar en sistemas ordenados. Aún así, estas estructuras no son 
perfectamente ordenadas y presentan diferentes tipos de defectos. De entre todos los tipos de 
defectos que dan como resultado el que el material pueda deformar plásticamente, el más 
importante en el contexto de este trabajo es la dislocación. 
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2.2.2. Dislocaciones 
Una dislocación se puede definir como una región “lineal” distorsionada situada 
entre dos zonas cristalinas perfectas de un cristal, por lo tanto actúa únicamente a lo largo 
de una línea sobre un plano. El concepto de dislocación revoluciono la ciencia de 
materiales a principios del siglo XX cunado los trabajos definitivos de Franck, Reed, 
Orowan y Cotrell acabaron de definir la teoría de las dislocaciones con la definición de la 
interacción de las mismas entre ellas o con el resto del sólido. Se pueden distinguir tres 
tipos de dislocaciones, lineales, helicoidales y mixtas. Toda dislocación esta definida por 
un vector llamado vector de Burges b
r
, un plano donde está contenido el defecto y un 
plano de deslizamiento. El módulo de este vector y la dirección del mismo definen el 
movimiento de la dislocación y la magnitud de la deformación plástica que ésta creará 
cuando llegue a la superficie. 
a) Dislocación de cuña o arista: Formada por un plano extra de átomos en el 
cristal, su vector de Burges es perpendicular al plano que contiene la 
dislocación y paralelo al plano de deslizamiento. Existe una interacción 
fuerte entre dislocaciones de arista de tal manera que se pueden llegar a 
aniquilar.  
b) Dislocación helicoidales: Se llama así debido a la superficie espiral 
formada por los planos atómicos alrededor de la línea de dislocación y se 
forman al aplicar un esfuerzo cizallante. La parte superior de la región 
frontal del cristal desliza una unidad atómica a la derecha respecto a la 
parte inferior. En este caso, el vector de Burges es paralelo al plano que 
contiene la dislocación y perpendicular al plano de deslizamiento. 
c) Dislocaciones mixtas: Dislocación formada por las dos anteriores, una de 
cuña y una helicoidal. 
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a) dislocación de borde (b) Dislocación helicoidal 
Fig. 2.2. Representación esquemática de los dos tipos básicos de dislocaciones. En la dislocación de borde se 
puede observar perfectamente el plano extra y en la helicoidal el plano de deslizamiento.[3] 
 Cabe resaltar que el simple movimiento de dislocaciones no podría dar cuenta de 
las grandes deformaciones necesarias en los materiales metálicos para que pueda darse su 
conformación. Estas deformaciones se consiguen gracias a fenómenos de multiplicación y 
aniquilación de dislocaciones, los mecanismos básicos son los conocidos como focos de 
Frank-Reed,  atmósferas de Cotrell y mecanismo de Orowan. Es intuitivo pensar que, si el 
responsable de la deformación plástica es el movimiento de dislocaciones, un material 
dejará de deformar plásticamente de forma progresiva cuando el movimiento de 
dislocaciones se vea dificultado, esto implicará que será necesaria la aplicación de un 
mayor esfuerzo para seguir deformando plásticamente es decir, para seguir moviendo 
dislocaciones. Este es el fenómeno conocido como endurecimiento por deformación. 
2.2.3. Movimiento de dislocaciones 
La deformación plástica corresponde al movimiento de un gran número de 
dislocaciones dentro del material, motivado por esfuerzos cizallantes. Es por ello importante, 
sobre un determinado cristal, calcular el esfuerzo cizallante resultante que actúa sobre 
diferentes planos cristalográficos. Cuando los esfuerzos de cizalla son aplicados, la 
dislocación se desliza formando un escalón de deformación cuando llega a la superficie del 
material. Es por ello que el proceso por el cual se produce la deformación plástica por el 
movimiento de dislocaciones se denomina deslizamiento. Este deslizamiento no se produce a 
través del cualquier plano si no que existen diferentes planos bien determinados por la 
estructura cristalina del material en los cuales las dislocaciones se mueven. La deformación 
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plástica macroscópica resultante corresponde simplemente a la deformación permanente fruto 
del movimiento de dislocaciones en respuesta a una tensión de cizalladura aplicada, o resuelta, 
en un plano de deslizamiento. En la Fig. 2.3 se pude observar el movimiento de una 
dislocación y el símil del movimiento de esta con el desplazamiento de una oruga. 
 
Fig. 2.3. Movimiento de una dislocación lineal sometida a un esfuerzo cizallante.[3] 
En general las dislocaciones se pueden mover en diferentes planos de deslizamiento. 
La elección de este plano y la dirección de deslizamiento no es arbitraria y por lo tanto el 
grado de facilidad de deslizamiento vendrá determinado por las condiciones a las que esta 
sometido el cristal y la estructura del mismo. Existen planos con mayor facilidad en la 
propagación de dislocaciones y dentro de los mismo, existen direcciones preferentes de 
deslizamiento por las cuales se desplazan las dislocaciones. Se puede definir un plano sobre el 
que desliza la dislocación y una dirección de deslizamiento, la combinación de ambos se 
denomina sistema de deslizamiento. 
Los planos más favorables para que se dé movimiento de dislocaciones son los de 
máxima compacidad y las direcciones serán las perpendiculares a estos planos. 
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2.3. Ecuaciones constitutivas 
En este apartado se dará cuenta de las expresiones empleadas tanto para describir la 
curva de tensión uniaxial como aquéllas que servirán de criterio para determinar el punto 
de inicio de la deformación plástica. 
2.3.1. Ley de endurecimiento por deformación 
El éxito de la mecánica del continuo se basa en sus modelos predictivos 
fundamentados en, relativamente, unos pocos parámetros cuantificables y que permiten un 
grado de predicción más que aceptable acerca del comportamiento mecánico del volumen 
de un material a lo largo de diferentes escalas. 
En el caso de existir endurecimiento por deformación, a medida que la deformación 
aumenta, aparece deformación plástica que conlleva, como es bien sabido, a una 
deformación permanente. A pesar de la existencia de muchos mecanismos de movimiento 
e interacción de dislocaciones se acepta que, al menos para metales, el considerar una ley 
potencial para describir el comportamiento del material es una buena aproximación, 
resultando que las curvas tensión-deformación bajo tensión uniaxial vienen dadas por[4] 
                                        
E
para
E
paraE
ysn
o
ys
σεεσσ
σεεσ
≥=
≤=
,
,
                                            (2.2) 
donde σys es el límite de fluencia inicial, σo es la tensión determinada para una 
deformación ε=1, teniendo ambos unidades de tensión, y n es el coeficiente de 
endurecimiento. La primera parte de la expresión describe el comportamiento elástico del 
problema y la segunda se corresponde con la región plástica la curva tensión-deformación. 
Para asegurar la continuidad entre las dos zonas es inmediato ver que debe cumplirse la 
relación 
n
ys
yso
E



= σσσ . Así pues, la relación tensión-deformación queda descrita 
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mediante el conocimiento de E, σys y n. En el caso que el valor de n fuera cero la Ec. (2.2) 
pasa a describir el comportamiento de un material elástico-perfectamente plástico.  
Si únicamente se estuviera interesado en la descripción de las propiedades plásticas 
del material sería suficiente conocer una tensión representativa σr, determinada a una 
deformación εr=ε dentro de la zona plástica, y n o bien σys y σr. La introducción de esta 
tensión representativa será fundamental para poder realizar un estudio dimensional del 
problema, tal y como se verá en apartados posteriores. En el presente caso la tensión 
característica se calculará para una deformación εr=0.1. La expresión que determina σr es, 
pues: 
                                                
n
ys
ysr
E



= σσσ 1.0                                                (2.3) 
 En la Fig. 2.4 se muestra la representación de la Ec. (2.2). 
                                         
Fig. 2.4. Representación del comportamiento de un sólido que sigue una ley potencial de endurecimiento por 
deformación.[5] 
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2.3.2. Condiciones de cedencia1 
En el presente apartado se pretende dar una teoría de plasticidad que vaya más allá 
de las teorías clásicas de plasticidad perfecta. El objetivo de una teoría de plasticidad 
adecuada es doble. Por un lado debe dar la combinación de tensiones que producirán una 
respuesta inelástica en el material y, por otro lado, debe predecir cual será la evolución de 
la plasticidad, o deformación plástica, según varíe el estado tensional del problema y como 
afectará el endurecimiento a la condición de cedencia. 
En este capítulo se hará especial hincapié en la condición inicial de cedencia y se 
dará cuenta del comportamiento después de esta cedencia inicial pero sin entrar en el 
desarrollo matemático del problema.  
La mayoría de teorías de plasticidad postuladas en el continuo e independientes de 
la velocidad dicen que 
Tabla 2.4. Resumen de las condiciones de cedencia. 
(1) Si f(T)<0  o  f(T)=0  y  0<∂
∂
ij
ij
T
T
f &     ?   El material se comporta elásticamente 
(2) Si f(T)=0  y  0≥∂
∂
ij
ij
T
T
f &     ?   El material se comporta plásticamente 
En cualquier caso f(T) ≤ 0 
donde T se corresponde con del tensor de tensiones que describe el estado tensional al que 
está sometido el material y f(T) es una función definida a partir del tensor de tensiones. Las 
                                                
 
 
1 Con el fin de no cargar el presente capítulo con citaciones constantes a la misma referencia, se adelanta que el 
presente capítulo, así como las ecuaciones y figuras, está sustentado en la obra de L.E. Malvern.[6] 
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expresiones en derivadas parciales dan información acerca de la variación de f(T) con el 
tiempo. Con esta notación, la condición de cedencia de Mises puede escribirse como 
                                                       ( ) 2'2 kJTf −≡                                                            (2.4) 
siendo   el segundo invariante del tensor desviador de tensiones que, como es bien 
sabido, se obtiene a partir del tensor de tensiones T restándole la contribución hidrostática 
responsable del cambio de volumen.
'
2J
1 
 El parámetro k, que se supone constante en las teorías perfectamente plásticas, 
puede ver variado su valor de manera que aun siendo 0>∂
∂
ij
ij
T
T
&f
                                                
, f se mantendría igual a 
cero debido a que el valor de k2 aumentaría, continuando así la deformación plástica. Cabe 
hacer notar que la condición de plasticidad o elasticidad en un punto del material depende 
únicamente del estado tensional en ese punto y no de la distribución de tensiones en puntos 
cercanos, según el criterio propuesto. 
 La condición de cedenia introducida en la Tabla 2.4 puede ser interpretada 
geométricamente en términos de una superficie definida por f(T)=0  es decir, una 
hipersuperficie euclidea de nueve dimensiones. Dado que las componentes de T, Tij, son 
simétricas, podría pasarse de una superficie en nueve dimensiones a una superficie en seis 
dimensiones donde las componentes serían 
                             Q1=T11     Q2=T22     Q3=T33     Q4=T23     Q5=T31     Q6=T12                    (2.5) 
 
 
1 Para una introducción a la notación tensorial de los estados de tensión, sus diversas componentes y el desarrollo 
de una teoría clásica de cedencia puede recurrirse al mismo Malvern o, para una introducción al tema, puede 
consultarse la obra de G.E. Dieter. 
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y el número de dimensiones aún podría verse más reducido si se tienen en cuenta algunas 
configuraciones tensionales especiales. Para un caso uniaxial  T11, el espacio sólo tiene una 
dimensión y la condición de cedencia |T11|=σys representaría la superficie de cedencia. Para un 
caso tensional biaxial con T11=Q1 y T22=Q2 y el resto de componentesigual a cero, la 
condición de Mises para la cedencia (con k=σys/√3) se representa con la Fig. 2.5, obtenida a 
partir de la expresión: 
                                                                                                 (2.6) 022221
2
1 =−+− ysQQQQ σ
 
Fig. 2.5. Curvas de cedencia para Mises y Tresca en un caso de tensión biaxial. 
El segundo invariante del tensor desviador de tensiones, para el caso biaxial, toma la forma 
                      ( ) ( ) ( )[ ]231223212211332332222211'2 61 TTTTTTTTTJ +++−+−+−≡                      (2.7) 
que toma la forma de la elipse representada en la Fig. 2.6 si se explicita la condición de 
cedencia de Mises 0
3
'
2 =− ysJ σ1 . El hexágono ABCDEF formado por las líneas punteadas 
de la Fig. 2.6 es la superficie de cedencia predicha por el criterio de Tresca, 
                                                        0=−− ysmínmáx TT σ                                                   (2.8) 
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Los segmentos del hexágono paralelos a Q1- o a Q2- representan estados de tensión en los 
cuales Q3=0 es tanto Tmáx o Tmín. 
 La condición 0≥∂ ijijT
f &
•
∂ T  tiene la siguiente interpretación geométrica dentro de un 
estado biaxial de tensiones. El vector Q en el espacio de tensiones es el vector posición cuyyas 
componentes son las tensiones; Q representa la variación con el tiempo de Q. El vector N=∇f 
es la normal, que apunta fuera de la superficie, con componentes 
ijT∂
f∂ , cumpliéndose que 
•∂f •
• •
• •
=∂ QNTT ijij
·& . Cuando esta cantidad es positiva el ángulo formado entre N y  es agudo, 
significando que los puntos Q  van hacia fuera de la superficie, en caso que N·  fuera 
negativo, los puntos de Q  irían hacia dentro de la superficie y, cuando N· =0, Q  es tangente 
a la superficie. Esto implica que para que se dé plasticidad no es sufuciente con tener una 
distribución de puntos de tensión tal que se encuentre sobre la superficie de cedencia, sino 
que, además, es necesario que estos no se muevan hacia el interior de la superficie de 
cedencia. Esto pone de relevancia lo importante que es conocer la evolución de la superficie 
de cedencia. 
Q
•
Q
Q
 Como ya se ha dejado entrever, la superficie de cedencia f(T) no depende de la 
componente hidrostática del tensor de tensiones, responsable de la deformación elástica y del 
cambio de volumen en el sólido. La superficie de cedencia dependerá del tensor desviador de 
tensiones es decir, f=f(T’). 
 Si, además, se supone que el material es isotrópico (no existen direcciones 
preferenciales) es fácil llegar a una expresión para la superficie de cedencia en la cual las 
dependencias vienen dadas por los invariantes del tensor desviador de tensiones, es por lo 
tanto útil recordar que el primer invariante del tensor desviador de tensiones es igual a cero 
por ser este la suma de los elementos de la diagonal, de manera que 
                                                              ( )'3'2 , JJff =                                                       (2.9) 
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Para un sólido isotrópico para el cual la cedencia es independiente de la parte hidrostática 
de la tensión. 
 A partir de la Ec. 2.9 pueden derivarse las expresiones 
                                                    [ ] 0
2
1 22'
3
2'
2
2'
1 =−++ kσσσ                                           (2.10) 
                           ( )[ ]( )[ ]( )[ ] 0444 221322322221 =−−−−−− kkk σσσσσσ                      (2.11) 
correspondientes al criterio de Mises y Tresca respectivamente. La superficie de cedencia 
originada por el criterio de Tresca en el espacio de tensiones principales, consiste en seis 
planos, la elasticidad se corresponde a aquellos puntos para los cuales los tres factores de 
la Ec. 2.11 son negativos. 
 Otro aspecto a destacar de la función f es que, debido a que se emplean los 
invariantes al cuadrado, f(T)=f(-T). Esto implica que si se cambian los signos de las 
tensiones, la condición de cedencia no varía. Esto implica que el efecto Bauschinger no 
podría ser representado. Esta invariancia de la condición de cedencia con el signo del 
tensor de tensiones es razonable en el caso de metales isotrópicos. 
 Para el caso de materiales isotrópicos la condición de cedencia f(σ1, σ2, σ3)=0, 
puede representarse como una superficie en el espacio tridimensional de tensiones 
principales, Fig. 2.6. 
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Fig. 2.6. Superficies de cedencia en el espacio de tensiones principales. La superficie de Mises se 
corresponde con el cilindro y la de Tresca con el prisma hexagonal. 
En la figura pueden verse representadas parte de las superficies de cedencia de Mises y 
Tresca en el octante positivo del espacio definido por σ1, σ2, σ3. Las partes inferiores 
cercanas al plano ABCDEF están representadas por líneas punteadas porque, de hecho, no 
están en el octante positivo. Las superficies son paralelas el eje hidrostático OH definido 
por σ1=σ2=σ3, esto se debe a que, como se ha sido dicho anteriormente, la cedencia es 
independiente de la componente hidrostática del tensor de tensiones. Por lo tanto, las 
superficies son cilindros o prismas perpendiculares al plano desviador definido por          
σ1+ σ2+σ3, correspondiente al plano ABCDEF de la Fig. 2.6.  La superficie de cedencia de 
Mises se corresponderá con el cilindro y la de Tresca con el prisma. 
 En el caso de tensión uniaxial los puntos que representan la cedencia vienen dados 
en la figura como K, L, M. 
 Hasta este punto se ha hecho referencia a la condición inicial de cedencia, pero no 
se ha abordado la cuestión de cómo evoluciona la superficie de cedencia durante el proceso 
de deformación plástica. En este trabajo sólo se mencionarán los supuestos más sencillos 
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sin proceder a una justificación matemática. Para una explicación más detallada se invita al 
lector a consultar la bibliografía. 
 La primera aproximación al problema es volver a suponer un caso de plasticidad 
perfecta. En este caso se supone que la superficie de cedencia no varía en absoluto. Este 
supuesto, usando la condición de Mises  y negligiendo la deformación elástica, lleva a la 
teoría matemática clásica de los sólidos perfectamente plásticos. Esta teoría dice que la 
velocidad de deformación total está limitada por la velocidad a la que se puede suministrar 
energía al elemento de volumen a deformar. 
 La segunda aproximación más sencilla es suponer que la superficie de cedencia 
mantiene el contorno y su crecimiento viene controlado por un parámetro que depende de 
la deformación plástica. A esta aproximación se la llama endurecimiento isotrópico. El 
paso siguiente sería determinar el parámetro y su dependencia con la deformación plástica, 
cosa que se puede hacer siguiendo dos caminos. El primero de ellos presupone la 
existencia de una curva universal de tensión-deformación plástica, que relacionaría dos 
parámetros escalares: la tensión efectiva y el incremento de deformación plástica efectiva.  
El problema de esta aproximación es que no permite la explicación de algunos efectos 
como podría ser, de nuevo, el efecto Bauschinger o, en general, efectos anisotrópicos, esto 
se debe a la pérdida de generalidad al suponer un endurecimiento isotrópico. 
 Una aproximación que si permitiría explicar los fenómenos no cubiertos por una 
simplificación isotrópica es la de suponer un endurecimiento cinético. En este caso la 
superficie de cedencia ni cambia de contorno ni varía su tamaño, tan solo supone una 
translación en las tensiones en la dirección de la normal de la superficie de cedencia (la 
dirección del vector que incremento de deformación plástica de acuerdo con una teoría 
potencial de plasticidad como la descrita en el apartado 2.3.1) 
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2.4. Aproximaciones previas al problema 
En este apartado se mostrarán las relaciones propuestas por Hertz y Meyer para, a 
partir de ensayos de indentación, determinar las propiedades mecánicas anteriormente 
citadas. En el último subapartado se discute el régimen elasto-plástico. 
2.4.1. Región elástica: régimen de Hertz 
 El primer análisis satisfactorio de las tensiones involucradas en el contacto de dos 
sólidos elásticos se debe a Hertz. Éste se encontraba estudiando las franjas de interferencia 
producidas entre dos lentes, centrándose en el efecto de la posible influencia de la 
deformación elástica de las superficies, debida a la presión de contacto entre ellas. Una vez 
desarrollada su teoría, intentó aplicarla a otros campos, como por ejemplo en el campo de 
la dureza, donde pretendía dar una definición precisa de la dureza en términos de la presión 
de contacto necesaria para iniciar la deformación plástica mediante el contacto de una 
superficie dura sobre otra que se pretende caracterizar. Esta definición se demostró 
insatisfactoria debido a la dificultad de detectar el punto correspondiente a la primera 
cadencia.  
La primera hipótesis planteada por Hertz fue suponer que las áreas de contacto eran 
elípticas, esto se debe a sus primeras observaciones de las franjas de interferencia 
producidas entre dos lentes sometidas a una presión de contacto. A partir de este punto, y 
con el objetivo de calcular las deformaciones locales, introdujo una primera simplificación, 
que consistió en suponer que cada lente podía ser considerada como un semiplano elástico 
sometido a una carga extendida en una pequeña región elíptica. Mediante esta 
simplificación, ampliamente utilizada en las teorías de contacto, las elevadas 
concentraciones de tensiones de contacto son tratadas separadamente de las distribuciones 
generales de tensiones en dos cuerpos dadas por sus formas y la forma en que están sujetas. 
Otro punto a favor de esta simplificación es la existencia de buenos métodos para resolver 
problemas de valores de contorno planteados por semiplanos elásticos en el contexto de 
problemas de contacto. Para que esta simplificación sea válida deben cumplirse dos 
condiciones: las dimensiones del área de contacto deben ser pequeñas comparadas con (a) 
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las dimensiones de cada uno de los cuerpos sometidos a contacto y (b) con el radio de 
curvatura de cada superficie. La primera condición es obviamente necesaria para asegurar 
que el campo de tensiones calculado en base a un sólido que es infinito en extensión no 
padece una seria influencia debida a la proximidad de sus límites con la región sometida a 
tensión. La segunda condición es necesaria para asegurar, primero, que las superficies 
justo fuera de la región de contacto siguen aproximándose a la superficie plana de un 
semiplano y, segundo, que las deformaciones en la región de contacto son lo 
suficientemente pequeñas para poder ser modelizadas mediante una teoría lineal de 
elasticidad. Se debe ser especialmente cauto en la aplicación de cargas sobre materiales 
con bajo módulo elástico, como pueden ser gomas, donde fácilmente pueden producirse 
deformaciones que excedan la restricción de deformaciones pequeñas. 
Finalmente, se supone que las superficies en contacto están libres de fricción es 
decir, sólo se transmite una presión normal entre ellas. Aunque físicamente la presión de 
contacto debe actuar perpendicularmente a una intercara que no necesariamente debe ser 
plana, la teoría lineal de elasticidad no da cuenta del cambio en las fuerzas de contacto 
surgidas de las deformaciones que ellas mismas producen. Con el objetivo de idealizar 
cada cuerpo como un semiplano de superficie plana, las tracciones normales a la intercara 
se considera que actúan paralelas al eje z y que las tracciones tangenciales son aplicadas en 
el plano x-y. 
Definiendo la dimensión del área de contacto como a, al radio de curvatura relativo 
como R, al radio de curvatura de cada cuerpo como R1 y R2 y el largo y el ancho como l, se 
pueden resumir las asunciones realizadas por Hertz como: 
(i) Las superficies son continuas y no acopladas: a<<R; 
(ii) Las deformaciones son pequeñas: a<<R; 
(iii) Cada sólido puede ser considerado como un semiplano elástico: a<<R1,2, 
a<<l; 
(iv) La interacción entre superficies se realiza sin fricción; 
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Por las características del problema que se discute en este trabajo puede verse que 
las condiciones de Hertz se cumplen sobradamente considerando que la superficie 
indentada tiene un radio de curvatura infinito y que el indentador es un cuerpo rígido. 
Este caso representa una excepción al enfoque general de este proyecto. En caso de 
estar dentro del régimen elástico se emplea la formulación derivada por Hertz donde se 
examina el contacto elástico entre dos sólidos esféricos.[7] La curva que se analiza en este 
caso no es la de dureza-profundidad de penetración sino que se analiza la curva carga (P)-
profundidad de penetración (h). En el contexto de medidas P-h en las que una superficie 
plana (o superficie esférica con radio de curvatura infinito)  es indentada por una esfera 
rígida, las expresiones a emplear para determinar el módulo elástico son[8] 
                                           2
1
2
3
··
3
22· DECdondehCP ==                                  (2.12) 
donde D es el diámetro del indentador y E el módulo elástico de la superficie indentada. En 
la Fig. 2.7 se muestra una curva P-h ilustrativa: 
                                                   
Fig. 2.7.  Ilustración de curva P-h donde hm corresponde a la máxima profundidad de penetración y ht 
corresponde a la profundidad de penetración remanente después de descargar. Wp y We son las energías 
plástica y elástica respectivamente.[5] 
De la Ec. (2.12) es evidente que el módulo de Young se puede determinar siempre 
y cuando se sea capaz de medir la relación P-h dentro del régimen elástico. En la 
actualidad existen equipos comerciales que permiten registrar curvas P-h de forma 
continua en la escala de la nanoindentación. El tamaño de las esferas está comprendido 
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entre los 50 y los 200 µm, aplicando cargas inferiores a 1 N. A estas escalas es muy fácil 
que se produzca deformación inelástica en el espécimen, lo cual implica que las 
estimaciones hechas de E mediante la Ec. (2.12) pueden no ser significativas. Para poder 
seguir usando el modelo de Hertz debe emplearse la zona de la curva P-h correspondiente 
a la descarga, de esta forma puede analizarse la recuperación elástica del material. Aún con 
esto siguen existiendo problemas, en este caso la fuente del problema proviene del 
contacto entre dos superficies con radios de curvatura finitos, siendo una de ellas la 
superficie del indentador y la otra la superficie indentada, la cual ha padecido una 
deformación plástica localizada. Otro problema es el relacionado con el comportamiento 
del material que rodea al indentador que, en relación a la superficie original, puede apilar 
en caso que el coeficiente de endurecimiento por deformación, n, tome valores pequeños o 
hundir si es superior a 0.3. Esto hace que la determinación del área de contacto no sea 
trivial. 
Si se tiene en cuenta el área de contacto de la esfera con la superficie indentada 
puede darse la expresión correspondiente a la dureza, que en este caso sería 
                               ( )( )[ ] 2/32/1222/12 23 1 aDDEDaH −−= π                               (2.13) 
 
2.4.2. Región plástica: régimen de Meyer 
 Cuando la deformación plástica es lo suficientemente grande comparada con la 
deformación elástica, ésta última puede ser despreciada. Dado esto, y considerando que el 
material no sufre endurecimiento por deformación en un amplio rango, puede ser 
idealizado, el material, como un sólido rígido-perfectamente plástico que fluye 
plásticamente a una tensión constante que tanto puede ser de cizalla como de tracción o 
compresión. 
 Un material, que responde a un comportamiento rígido-perfectamente plástico, al 
ser cargado contendrá regiones donde se estará dando fluencia plástica y zonas donde, 
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dado el comportamiento rígido, no existirá deformación. (Esto no implica, necesariamente, 
que la tensión aplicada esté por debajo del límite de fluencia). 
 Dado que se neglige la compresibilidad elástica, las tensiones principales actuando 
perpendicularmente al plano de deformación vienen dadas por[9] 
                                                            )(
2
1
213 σσσ +=                                                 (2.14) 
donde σ1 y σ2 son las tensiones principales actuando en el plano de deformación. Bajo 
estas condiciones, los criterios de fluencia plástica de Tresca y von Mises quedan 
reducidos a[9] 
                                                             k221 =− σσ                                                     (2.15) 
donde k=σys/2 para Tresca o σys/√3 en el caso de von Mises. El estado de tensión en la 
zona plástica comprende una tensión hidrostática variable )(
2 21
σσ +1 , definida comoσ, 
junto a una tensión de cizalla k constante en el plano de deformación. Este estado de 
tensión se representa mediante un circulo de Mohr de radio constante k cuyo centro queda 
localizado por el valor de σ en cuestión, tal y como queda reflejado en la Fig. 2.8(b).  
 
                                              (a)                                                                         (b) 
Fig. 2.8. (a) Elemento contenido por líneas de deslizamiento sometido a tensiones. (b) Circulo de Mohr.[9]  
 
Pág. 34  Memoria 
Las direcciones de las tensiones principales relativas a un sistema de ejes fijados en 
el cuerpo vienen dadas por las direcciones de las líneas de deslizamiento. Considerando el 
equilibrio del elemento mostrado en la Fig. 2.8(a) bajo la acción de una tensión tractil σ  y 
una cizalla k se obtiene, siguiendo la discusión propuesta por Jonson[9] 
                                                             02 =∂
∂−∂
∂
α
φ
α
σ k                                                (2.16a) 
a lo largo de la dirección de una línea α, y 
                                                            02 =∂
∂+∂
∂
β
φ
β
σ k                                                 (2.16b) 
a lo largo de la dirección de una línea β, lo cual implica que  
                                   βφσ
αφσ
líneaunadeolloateconsk
líneaunadeolloateconsk
argtan2
argtan2
=+
=−
                         (2.17) 
Así pues, empezando en un punto con tensión conocida como puede ser una superficie 
libre, la Ec. (2.17) permite encontrar la variación de σ a lo largo del campo a partir de las 
líneas de deslizamiento. 
 Las relaciones constitutivas para un sólido que se deforma plásticamente relacionan 
las tensiones con pequeños incrementos de deformación. Por conveniencia, es usual pensar 
que las deformaciones y los incrementos de desplazamiento tienen lugar en un intervalo de 
tiempo diferencial dt, trabajando con índices y velocidades de deformación en lugar de 
hacerlo con incrementos de deformación y desplazamiento. La deformación continua del 
material mostrado en la Fig. 2.8(a) consiste en una extensión a lo largo de las direcciones 
de mínima tensión principal. Para un volumen constante . No existe ningún 
cambio en longitud a lo largo de las líneas de deslizamiento, por ello la deformación puede 
ser visualizada como una red donde las líneas de deslizamiento son hilos inextensibles. Si 
se construye un diagrama vectorial para las velocidades de las partículas en la zona de 
deformación, la inextensibilidad de las líneas de deslizamiento requiere que la velocidad 
de una línea de deslizamiento sea perpendicular a dicha línea. También puede pensarse en 
12 −= εε ••
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un modo de deformación discontinuo en el cual una parte del cuerpo mostrado se desliza 
con respecto a un elemento adyacente. Queda claro que la línea de discontinuidad en la 
velocidad de una partícula en este tipo de deformación debe coincidir con la línea de 
deslizamiento. 
 No existe ningún procedimiento rutinario para construir el campo de líneas de 
deslizamiento para resolver un problema concreto, debe encontrarse mediante ensayo-
error. Debe ser auto consistente con el campo de velocidades, y ambos deben cumplir las 
condiciones de contorno del problema. Finalmente, debe ser comprobado que las regiones, 
rígidas, no deformadas son capaces de soportar las cargas sin violar las condiciones de 
cadencia. Cuando todas estas condiciones se cumplen el campo de líneas de deslizamiento 
y las tensiones halladas a partir de este campo mediante la Ec. (2.17) son únicas, pero el 
campo de velocidades asociado no tiene porque serlo. 
 Cuando un indentador de superficie convexa es presionado contra una superficie ya 
no existe similitud geométrica, al contrario de lo que pasa con indentadores puntiagudos, 
como pueden ser los Vickers o  Berkovich, o con indentadores cónicos.9 La intensidad de 
la deformación aumenta a medida que lo hace la penetración. El campo de líneas de 
deslizamiento es curvilíneo y el cambio en la forma de la superficie libre da como lugar a 
dificultades de análisis. Asumiendo que la superficie libre permanece plana se pueden 
construir campos aproximados para el caso de indentación, mediante una bola rígida, de 
una superficie rígida-perfectamente plástica sin que exista fricción. 
 La presión media de contacto se muestra prácticamente independiente de la 
penetración, variando desde 6.04k para a/R=0.07 hasta 5.91k para a/R=0.30, donde a es el 
radio de contacto a la profundidad penetrada y R el radio de la bola. 
 En los campos de líneas de deslizamiento que aquí se consideran no debe 
confundirse la frontera que separa la región deformada plásticamente con la que queda por 
debajo con la frontera elasto-plástica que existe en cualquier material que presenta un 
mínimo de elasticidad. La teoría rígido-plástica es incapaz de localizar la frontera elasto-
plástica aunque si pueda encontrarse una localización aproximada en el caso de 
indentaciones con un estado de deformación plana. 
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 El primer paso importante encaminado a determinar las propiedades plásticas de un 
material mediante técnicas de indentación puede ser atribuido a Meyer quien, para el caso 
de indentación esférica, encontró la siguiente expresión[10] 
                                                               n
n
D
aKP
2+
=                                                       (2.18) 
donde n y K son constantes del material. Con el tiempo la Ec. 2.10 llegó a conocerse como 
ley de Meyer, la cual puede ser rescrita como[10] 
                                                          
n
D
a
a
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== κπ 2                                                (2.19) 
donde H es la dureza Brinell y κ=K/π. O’Neill y Tabor demostraron que el valor de n se 
corresponde con exponente de endurecimiento por deformación encontrado en las curvas 
tensión-deformación que siguen la Ec. (2.2). Comparando las Ecs. (2.2) y (2.19), la 
relación entre los ensayos uniaxiales y las indentaciones esféricas se hace evidente. Esta 
comparación muestra que la tensión uniaxial, σ (que es equivalente a la tensión de 
indentación, P/πa2) es proporcional a la deformación uniaxial, ε (tomada como la 
deformación inducida por indentación, a/D). 
 Los resultados experimentales encontrados para indentaciones esféricas sobre 
materiales metálicos, demuestran que se sigue la ley de Meyer, dado que el lnP sigue una 
relación lineal con lna, tal y como muestra la Ec. (2.18). La pendiente m de dicha relación 
se ajusta muy bien al valor n+2 encontrado a partir de ensayos uniaxiales, confirmando la 
equivalencia entre la curva tensión-deformación dada por indentación y la curva tensión-
deformación obtenida mediante ensayos uniaxiales. Las discrepancias encontradas son 
debidas a la dificultad de determinar de forma ajustada los valores del área de contacto. 
 Un aspecto importante en referencia a la ley de Meyer es que solo puede emplearse 
después de haber superado un valor umbral de deformación, a/D, el cual marca el límite 
inferior del régimen completamente plástico. La transición hacia este régimen (también 
conocido como régimen de Meyer) es evidenciado en las curvas lnP-lna, como una ligera 
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desviación respecto de la relación lineal. Esta falta de linealidad es típicamente detectada 
en indentaciones con cargas P<15N.  
 Un análisis exhaustivo de resultados dentro del régimen de Meyer fue llevado a 
cabo por Tabor, dando como resultado una relación entre κ y σo la cual permite rescribir la 
Ec. (2.19) como[10] 
                                                 
n
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== 4.08.22 σπ                                            (2.20) 
la Ec. (2.20) proporciona la relación entre los ensayos uniaxiales y la indentación esférica 
dado que permite calcular valores de dureza para una deformación a/D, debida a 
indentación, dada en base a propiedades mecánicas uniaxiales como σo y n. Es evidente 
que el procedimiento inverso, encontrar las propiedades mecánicas a partir de los valores 
de dureza, también es posible aplicando la Ec. (2.20). 
 En este caso, tal y como se ha dicho, la limitación de la expresión hallada para 
relacionar propiedades mecánicas con ensayos de indentación dentro de la zona plástica 
radica en el hecho que ésta sólo será válida para aquellos casos en que n∼0. 
 2.4.3. Región elasto-plástica 
 En el apartado anterior se suponía que si la deformación elástica es pequeña en 
comparación con la plástica, esta primera puede despreciarse. La realidad es, sin embargo, 
que la elasticidad juega un papel muy importante en el proceso de indentación plástica. 
Cuando se alcanza el límite elástico por primera vez, la región plástica es pequeña y está 
completamente embebida dentro de la zona de deformación elástica del material por lo que 
las deformaciones plásticas son del mismo orden de magnitud que las deformaciones 
elásticas. En estas circunstancias, el material desplazado por el indentador se acomoda 
mediante una expansión elástica del sólido circundante a la región de indentación. A 
medida que la indentación se vuelve más severa, tanto por un incremento de carga en un 
indentador de perfil curvado o usando un ángulo más agudo en un indentador puntiagudo o 
cónico, se requiere una presión mayor bajo el indentador para producir la expansión 
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necesaria. Eventualmente la zona plástica puede dejar de estar contenida dentro de la zona 
de expansión elástica, entonces el material es capaz de fluir plásticamente por los lados del 
indentador. Para el caso de indentadores puntiagudos y cónicos es conocido que, debido a 
la similaridad geométrica de estos indentadores, la dureza o presión de contacto de un 
material dado se mantiene constante, pudiéndose escribir como[11],[12] 
                                                                  rCH σ=                                                        (2.21) 
el valor C, que es un constante del material, puede tomarse, según Tabor, igual a 2.8 en 
aquellos materiales que presenten un comportamiento completamente plástico. En Mata & 
Alcalá12 se encuentra por simulación de elementos finitos una relación entre el cociente 
H/σr y C, para aquellos materiales con una respuesta inicial elasto-plástica. Esta relación se 
establece en función de E/σys, esto implica que si se conoce un valor de dureza y la tensión 
característica σr, anteriormente mencionada, se puede determinar el cociente E/σys. La 
extensión de la relación dada es bastante amplia y cubre materiales con coeficientes de 
endurecimiento que van de 0.1 a 0.4, siendo independiente del hecho de encontrarse dentro 
de una zona plástica afectada por la elasticidad, o zona elasto-plástica, o dentro de una 
zona completamente plástica. El problema es, tal y como se reporta en el mismo artículo, 
que para poder obtener todas las propiedades mecánicas es necesario tener una segunda 
relación. La relación que se emplea es la cantidad de apilamiento o hundimiento presentes 
durante la indentación, factor que en el transcurso práctico de este proyecto no fue 
necesario tener en cuenta. Así pues, si bien la relación entre H/σr y C puede encontrarse 
para un amplio relativamente extenso de materiales, el apilamiento sólo puede ser 
relacionado con propiedades mecánicas uniaxiales en el seno de materiales completamente 
plásticos. En el caso de indentación esférica, la estabilización de la dureza o desarrollo de 
un comportamiento completamente plástico no será común a todos los materiales. 
 A partir de estos tres últimos apartados es inmediato ver que, si bien existen buenas 
aproximaciones para resolver el problema de la extracción de propiedades uniaxiales 
mediante ensayos de indentación, las soluciones propuestas únicamente cubren ciertas 
zonas de una curva uniaxial tensión-deformación. Este es la razón que justifica el buscar 
una expresión general que permita obtener las propiedades mecánicas típicas de un ensayo 
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uniaxial a partir de un ensayo de indentación. El último punto que queda por introducir es 
el análisis dimensional, que de hecho es uno de los puntales sobre el que se fundamenta 
este proyecto. 
2.5. Análisis dimensional 
Los conceptos de escala forman las bases del análisis dimensional. La idea esencial 
del análisis dimensional es que las leyes físicas no dependen de una combinación arbitraria 
de unidades de medida. Consecuentemente, las funciones que expresan leyes físicas deben 
contener un tipo de propiedad matemática, llamada homogeneidad generalizada, es decir, 
cada uno de los términos aditivos en las funciones debe tener las mismas dimensiones o 
unidades. Esta propiedad permite que el número de argumentos en las expresiones 
matemáticas se vea reducido, haciendo que sea más sencillo encontrar expresiones a partir 
de teorías o experimentos. Este concepto lleva al teorema central en el análisis 
dimensional, el llamado teorema π. 
La noción de análisis dimensional fue usada mucho antes de la aparición del 
teorema π por científicos como Galileo, Newton, Fourier, Maxwell, Reynolds y Rayleigh. 
En este apartado se introducirán algunos aspectos del análisis dimensional para, dentro del 
capítulo 3, proceder a la aplicación del análisis dimensional al caso de indentación 
esférica. 
2.5.1. Cantidades físicas, unidades y dimensiones 
En general, una cantidad física x se expresa en términos de un número y el número 
se obtiene mediante la medida de una cantidad física. La medida es la comparación, directa 
o indirecta, de una cierta cantidad con un estándar o unidad apropiados. Por ejemplo, la 
altura de una persona puede ser 1.7 m. No existe ninguna preferencia previa para las 
unidades físicas, la altura del mismo individuo puede expresarse como 170 cm o 1.7×109 
nm. Obviamente, es más conveniente usar los metros para dar la altura de una persona que 
no emplear los nanómetros. Las unidades para medir cantidades físicas están divididas en 
dos categorías, las unidades fundamentales y las unidades derivadas. Una vez tomadas las 
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unidades de longitud y tiempo como fundamentales, la unidad para la velocidad pasa a ser 
una unidad derivada. Un sistema de unidades es un conjunto de unidades fundamentales 
que es necesario y suficiente para medir un cierto tipo de fenómeno. En la mecánica 
newtoniana, por ejemplo, hay tres unidades básicas fundamentales y el resto de las 
cantidades físicas se expresan con unidades derivadas de estas tres. Las tres unidades 
básicas que suelen tomarse son las de la longitud, el tiempo y la masa. El número que da la 
magnitud de la cantidad física se asocia con la unidad de la siguiente manera: cuando la 
unidad es reducida por un factor X, el valor se incrementará un factor X. Se dice entonces 
que la dimensión de x, escrita como [x], es igual a X. Debe notarse que la dimensión de 
cualquier cantidad física es invariante con respecto a las unidades escogidas. En este 
sentido la dimensión es una cantidad objetiva. En el sistema longitud/tiempo/masa, las 
dimensiones para longitud, tiempo y masa se denotan como L, T y M respectivamente. 
Según esto, la unidad derivada de la velocidad se escribe como LT-1. 
Puede demostrarse que las dimensiones de cualquier cantidad física pueden  
expresarse, según el sistema presente, como 
                                                              [ ]                                                    (2.22) γβα MTLz =
donde los exponentes son números reales asociados a z. La Ec. (2.22) es una consecuencia 
del hecho que todos los sistemas con una clase de unidades dada son equivalentes. En el 
ejemplo específico del sistema longitud/tiempo/masa, los sistemas cm-s-g y m-h-kg son 
equivalentes. Una cantidad es adimensional si todos los exponentes (α,β,γ,….) son iguales 
a cero en un sistema de unidades dado. 
 Un grupo de cantidades físcas x1,…….xi  se dice que es dimensionalmente 
independiente si no existe un conjunto de números reales a1,……ai, no iguales a cero, tales 
que[4]: 
                                                       [ ] [ ] [ ] 1···21 21 =iaiaa xxx                                                 (2.23) 
Consecuentemente, no se puede formar un número adimensional a partir de cantidades 
dimensionalmente independientes. Cabe hacer notar que en el marco de la mecánica 
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newtoniana i no puede ser mayor a 3. Las unidades básicas como longitud, tiempo y masa 
son dimensionalmente independientes a priori. 
2.5.2. Leyes y relaciones físicas 
Dentro de las ciencias físicas y la ingeniería las leyes o relaciones pueden 
expresarse, como mínimo conceptualmente, en un forma matemática como[4] 
                                                ( )nzzfz ,...,1=                                                     (2.24) 
para mostrar que la cantidad dependiente z es una función de las variables independientes 
z1 a zn. Si se considera que existen i cantidades dimensionalmente independientes en esta 
relación, con i≤n. Las variables restantes son dimensionalmente dependientes. 
Consecuentemente sus dimensiones pueden ser expresadas como[4] 
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Por lo tanto, las siguientes n-i+1 cantidades provinentes de las originales n+1 cantidades 
de z son adimensionales[4] 
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La existencia de exponentes en las expresiones anteriores está garantizada por el hecho que 
tanto z como zi+j son dimensionalmente dependientes de zj(j=1,…,i). Es de resaltar el hecho 
que la construcción de las funciones ∏j es tal que se asegura su independencia de unas 
respecto a las otras dado que cada una de ellas contiene un elemento que no está presente 
en ninguna de las otras ∏j. 
 La Ec (2.24) puede escribirse en términos de las nuevas variables ∏  y ∏j como[4]: 
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                                                    ( inizzf − )ΠΠ=Π ,...,,... 11                                             (2.27) 
Seguidamente, pasando de un sistema básico de unidades a otro, los valores de z1 a zi 
pueden hacerse arbitrariamente grandes o pequeños mientras que los valores de ∏ 
permanecen inalterados. Consecuentemente, el requerimiento que las relaciones físicas 
sean objetivas e independientes de las unidades prohíbe la presencia de z en la expresión 
anterior, dando como resultado que[4] 
                                                           ( )inf −ΠΠ=Π ,...1                                                 (2.28) 
La Ec. (2.28) difiere de la (2.24) en el hecho que el número de variables se reduce a en i, el 
número de cantidades dimensionalmente independientes, y todas las variables en (2.28) 
son adimensionales. Esto se conoce como el teorema ∏.  El teorema ∏ es intuitivo desde 
el momento en que queda claro que las leyes físicas no pueden depender del conjunto de 
unidades seleccionado. Cuando n-i es pequeño, esta ventaja es mucho más evidente, como 
es el caso del problema de indentación. 
2.5.3. Pasos y precauciones en el uso del análisis dimensional 
El análisis dimensional tiene un amplio abanico de aplicaciones. Es también la 
pieza clave en la creación de modelos. Para los experimentalistas juega un papel  muy 
importante desde el diseño del experimento hasta el análisis de los resultados. 
Desafortunadamente, el análisis dimensional también puede ser usado erróneamente. Para 
facilitar su uso se dan los pasos a seguir para aplicarlo correctamente: 
1. Hacer una lista de las variables independientes y de los parámetros de los 
que la cantidad de interés (la variable dependiente) depende. Debe existir 
una relación para cada cantidad dependiente 
2. Identificar las variables independientes y parámetros con dimensiones 
independientes. 
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3. Formar cantidades independientes y establecer relaciones entre las 
cantidades adimensionales. El número de relaciones es igual al número de 
cantidades dependientes. 
La clave para la aplicación exitosa del análisis dimensional es, primero, reconocer 
cuales son las variables dependientes y cuales son las variables independientes. Se debe ser 
muy cuidadoso en el momento de escoger las variables independientes y los parámetros, 
conservando las variables y los parámetros relevantes y descartando los que no lo son. 
Cuan más profundo es el conocimiento del problema tratado, mejor es la selección llevada 
a cabo. En el momento de construir las funciones adimensionales ∏ lo que en realidad se 
está haciendo es medir las cantidades físicas relevantes mediante medidas inherentes al 
problema más que imponiendo dimensionados como metros, segundos o gramos.  
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3. Procedimientos 
En este apartado procederemos a detallar todos aquellos aspectos necesarios para 
llevar a cabo el análisis del ensayo de indentación esférica mediante simulación por 
elementos finitos. Se aplicará el análisis dimensional a la problemática concreta que ocupa 
a este proyecto, se describirán los pasos esenciales para obtener un modelo que permita 
simular el ensayo de indentación esférica. A partir de estas bases, se obtendrá una relación 
general entre la dureza y las propiedades mecánicas. Finalmente, se escogerán una serie de 
casos representativos dentro del campo de materiales metálicos  a fin de constatar la 
aplicabilidad de la relación de dureza obtenida. 
3.1. Análisis dimensional en el caso de indentación 
esférica 
Lo primero que cabe preguntarse en todo análisis dimensional de un problema 
físico es cuales son las variables dependientes y cuales las independientes. Queda claro que 
el ensayo de indentación busca determinar una dureza, la cual depende de las propiedades 
del material y de variables geométricas del indentador como son el radio de contacto 
(obtenido a partir de la profundidad de penetración) y el tamaño del indentador, por ello 
parece lógico pensar que la dureza será la variable dependiente. Por el momento se tiene 
que: 
                                           ( )DanEfH ys ,,,,σ=                                                 (3.1) 
A partir de la Ec. (3.1) es inmediato obtener la primera de las relaciones adimensionales si 
se toma el radio de contacto del indentador escalado con el tamaño del indentador 
teniéndose que: 
                                                       

=
D
anEfH ys ,,,' σ                                                  (3.2) 
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 Si se retoma la Ec. (2.3) puede comprobarse que el límite elástico, σys, puede 
expresarse como una combinación de  la tensión característica  σr, el módulo de elasticidad 
y el coeficiente de endurecimiento n.  
                                                       

=
D
anEfH r ,,,'' σ                                                  (3.3) 
cambio que, aun sin ser necesario, es recomendable de cara a futuras comparaciones con 
las relaciones de Meyer y Tabor expuestas en las Ecs. (2.20) y (2.21). Para acabar de 
adimensionar la expresión se escala la dureza con σr, la tensión característica, 
obteniéndose que: 
                                                          

=
D
an
E
gH r
r
,,σσ                                                   (3.4) 
El encontrar esta función g será el objetivo último del presente proyecto. Alcanzar la 
relación propuesta en la Ec. (3.4) será precisamente lo que permita la evaluación de las 
propiedades mecánicas a partir de los valores de dureza obtenidos mediante un ensayo 
Brinell. 
 Otra consecuencia de la forma de la Ec. (3.4) es que, al graficar distintas curvas 
D
vs
rσ
aH se podrá discutir la influencia de las distintas propiedades sobre la forma de las 
curvas de dureza escalada. Por ejemplo, en una misma gráfica se podrán tener distintas 
representaciones de la dureza para distintos límites elásticos pero con coeficientes de 
endurecimiento iguales. 
3.2. Malla y condiciones de contorno 
Durante la determinación de la dureza el ensayo de indentación genera una 
acumulación de deformación plástica en el material evidenciada por la huella dejada por el 
indentador. Esta deformación plástica dependerá de las propiedades del material pero, a su 
vez, también dependerá de las condiciones de carga. Es por esto que para modelizar 
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correctamente el problema no será suficiente tener bien definido el modelo de plasticidad, 
también será necesario definir correctamente la carga y el contacto entre el indentador y la 
superficie de la malla que nos reproduce la superficie a indentar. 
3.2.1. Modelización del ensayo de indentación esférica 
Dada la naturaleza del problema a modelizar, un ensayo de indentación esférica, la 
simetría existente es muy elevada, en consecuencia se puede recurrir a un modelo 
axisimétrico bidimensional capaz de capturar la solución completa del problema. 
De entre la gran variedad de elementos disponibles en la librería de ABAQUS debe 
escogerse aquel que mejor se ciña al problema. En el presente caso el elemento debe ser 
capaz de reproducir grandes deformaciones y poseer una simetría axisimétrica. El tipo de 
elemento que reúne estas características es el CAX4, de geometría cuadrada. Cada electo 
queda definido por cuatro nodos y cuatro puntos de integración y la formulación que 
define el comportamiento del problema se corresponde con la habitual formulación 
Lagrangiana de los problemas de tensión-deformación donde se supone que el elemento se 
deforma conjuntamente con el material, el método matemático que se emplea para llegar a 
la resolución del problema es el método de interpolación Gaussiana. 
La modelización del ensayo de indentación genera un código, o input, que 
determina la construcción de la malla, las condiciones de contorno introducidas, las 
propiedades del material, las características físicas del indentador, el tipo de interacción 
entre el indentador y la superficie de la malla, las condiciones de carga, los modelos 
constitutivos empleados, las variables solicitadas que permitirán analizar el caso y los 
parámetros que controlan la discretización del problema. Debido al gran tamaño del input 
(más de 3000 páginas) no se detallan aquellas partes del código en las que se dan los nodos 
de cada elemento dentro del modelo por considerarse fuera de interés. Si se han dejado 
aquellas líneas correspondientes a la definición de sets de elementos por considerarse 
interesante el hecho de demostrar como la carga se define mediante un nodo de referencia 
posicionado en el indentador (de hecho el primer nodo del indentador que entra en 
contacto con la superficie de la malla) esta definición hace evidente la necesidad de definir 
una master surface que en este caso es el indentador, y una slave surface papel que aquí 
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juega la superficie de la malla. De esta forma puede definirse la carga mediante el 
desplazamiento de un nodo de la master surface es decir, de un nodo o set de elementos 
del inentador. 
El input empleado en la modelización de ensayos de indentación esférica queda 
detallado en el ANEXO A. 
 El modelo consta de 43359 elementos. En la Fig. 3.1 pueden verse imágenes de las 
distintas regiones de la malla. El hecho de tener diversas regiones con diferentes tamaños 
de elementos se debe al hecho de buscar una resolución adecuada a lo largo de toda la 
simulación, consiguiendo tener información suficiente de todas aquellas regiones (elástica, 
elasto-plástica y completamente plástica) por las que pueda pasar el material durante la 
simulación del ensayo de indentación. 
      
                                       (a)                                                                                     (b)  
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                                         (c)                                                                                            (d) 
             
                                      (e)                                                                                            (f) 
Fig. 3.1. Imagenes de la malla que modeliza el material a indentar. De (a) a (e) las imágenes corresponden a 
zonas cada vez más ampliadas. En (f) se observa el tipo de transición empleado para pasar de un tamaño de 
elemento a otro que es el triple dl anterior. 
 Puede ahora mostrarse la apariencia que toma la malla una vez se lleva a cabo la 
indentación, viendo de esta manera el modo en que se deforman los elementos ante la 
penetración del indentador. Las imágenes mostradas se dan tanto en el momento de carga 
máxima como después de retirar el indentador, de esta forma no sólo se aprecia la 
deformación de los elementos sino que también se comprueba que, al retirar la carga, el 
material tiende a recuperar parte de la deformación debido a la recuperación elástica. 
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Fig. 3.2. Apariencia de la malla al alcanzar la máxima profundidad de penetración y después de retirar el 
indentador. 
 De las imágenes mostradas en la Fig. 3.2 se hace evidente que el tamaño de la 
malla es grande comparado con el tamaño de la penetración. Esto no es casual, el largo de 
la malla debe ser igual o mayor a 50 veces el radio de contacto correspondiente a la 
máxima profundidad de penetración que se quiera obtener. Esta condición es necesaria 
para poder considerar la probeta semiinfinita y no tener en cuenta efectos de borde. 
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 Las condiciones de contorno que se imponen son que, tanto la malla como el 
indentador no puedan rotar, que la base de la malla no pueda deslizarse y que los 
elementos del eje de simetría únicamente puedan desplazarse en la dirección vertical. 
3.3. Materiales simulados 
Como ya se ha comentado anteriormente, los materiales seleccionados para llevar a 
cabo las simulaciones deben ser tales que permitan cubrir el más amplio rango posible. En 
la Tabla 3.1 se resumen los casos considerados que servirán para determinar la expresión 
que relacione la dureza con las propiedades mecánicas. 
Taula 3.1. Características de los materiales simulados. Todos con  módulo elástico E=200GPa. 
n σr/E σys(Mpa) 
0.02 4000 
0.015 3000 
0.01 2000 
0.006 1200 
0.0025 500 
 
 
0 
 
0.001 200 
0.02 3675.124841 
0.015 2714.92375 
0.01 1771.733581 
0.006 1034.8405 
0.0025 411.768544 
 
 
0.05 
0.001 156.95199 
0.02 3345.0041 
0.015 2429.8297 
0.01 1548.5274 
0.006 877.8499 
0.0025 331.8664 
 
 
0.1 
0.001 119.8969 
0.02 2674.9612 
0.015 1866.9989 
0.01 1124.6827 
0.006 593.9078 
 
 
0.2 
0.0025 198.8177 
 0.001 63.2456 
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0.02 1367.9808 
0.015 846.9324 
0.01 430.8869 
0.006 183.9143 
0.0025 42.7494 
 
 
0.4 
0.001 9.2832 
 Para demostrar que las curvas de dureza, escalada respecto a la tensión 
característica, en función del radio de contacto del indentador, escalado respecto al 
diámetro total del indentador, son independientes del valor del módulo de Young y que la 
dependencia queda reflejada por el cociente adimensional σr/E se escogen cuatro casos con 
valores de módulo de elasticidad diferentes a los 200 GPa pero con valores de σr/E ya 
presentes en la tabla anterior. 
Tabla 3.2. Materiales empleados para verificar la independencia del resultado con el módulo de Young. 
n σr/E σys(Mpa) E(GPa) 
0.05 0.006 362.194175 70 
0.1 0.015 850.4404 70 
0.2 0.01 393.6389 70 
0.4 0.001 18.56635 400 
3.4. Extracción de dureza y radio de contacto 
Los resultados que se obtienen a partir de las simulaciones son: la fuerza de 
reacción producida por la interacción entre indentador y superficie indentada (indicado 
como RF2 en el input proporcionado), profundidad de penetración (que en el input aparece 
como U2) y área de contacto real del indentador con la superficie indentada (CAREA). 
Esta superficie no permite calcular la presión ejercida sobre el material por el indentador 
porque se corresponde con el área del casquete esférico en contacto con la superficie, para 
calcular la presión o dureza es necesario disponer del área de la superficie perpendicular a 
la fuerza aplicada. Esto implica que deberá  proyectarse el área del casquete esférico. En la 
Fig. 3.3 se muestra el esquema de un proceso de indentación esférica donde hs se 
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corresponde con el desplazamiento vertical del indentador, a es el radio de contacto, D el 
diámetro del indentador y h la altura correspondiente al punto último de contacto entre 
indentador y material. 
 
Fig. 3.3. Esquema correspondiente a una indentación esférica. 
El área de interés es la definida por el radio a y perpendicular a la dirección z. Es 
sencillo encontrar que el área de contacto definida por un casquete esférico viene dada por  
                                                                             (3.5) DhesféricocasqueteÁrea π=
donde: 
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Es interesante comprobar que, una vez se dispone del área de contacto entre indentador y 
material, el desplazamiento del indentador no es necesario para obtener el radio de 
contacto. El desplazamiento del indentador si será necesario para obtener la evolución de 
los campos de Mises generados durante las simulaciones. 
 Para calcular la dureza en cada punto es inmediato ver que lo único que debe 
hacerse es dividir la carga aplicada en cada momento, proporcionada por la simulación, 
entre el área definida por el radio a de manera que, H=P/πa2. 
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3.5. Programas informáticos empleados 
Para la realización de las simulaciones por elementos finitos se ha empleado el 
programa ABAQUS en su versión 6.5. De entre los distintos tipos de código 
proporcionados se ha empleado el código CAE. 
La obtención de las durezas, las áreas proyectadas, los correspondientes radios de 
contacto y las deformaciones se ha hecho mediante hojas de cálculo Excel (Microsoft 
Office Excel 2003), este mismo programa ha sido el utilizado para representar las curvas 
comparativas, tanto de deformación como de dureza. 
Los ajustes de las curvas de dureza escalada en función del radio de contacto 
normalizado respecto al diámetro del indentador se han obtenido mediante el programa 
OriginPro 7.5 y, finalmente, los cortes en R3 de la función encontrada se grafican con el 
programa Mathematica 5. 
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4. Resultados y discusión 
Se ha creído conveniente juntar en el mismo capítulo la exposición de los resultados 
y la discusión de los mismos, el motivo es que todas las discusiones están basadas, en gran 
medida, en el comentario de distintas figuras, por lo cual el incluir los comentarios de las 
figuras a continuación de las mismas se considera más ordenado que no tener que saltar 
constantemente de capítulo a capítulo.  La notación para distinguir los casos es n#E#Y#, 
donde n es el coeficiente de endurecimiento, E, el módulo de módulo de Young y Y el 
límite de fluencia. El número que aparece debajo corresponde al valor de σr/E. 
4.1. Curvas εr - a/D 
Aunque en el capítulo introductorio no se haya dado gran importancia a la 
deformación, queda claro que algunas de las aproximaciones propuestas en el capítulo 2.4 
hacen referencia, aun de forma indirecta, a la deformación y a su posible dependencia con 
el proceso de indentación.  
Retomando la expresión (2.20), y comparándola con una ecuación tensión-
deformación potencial, es evidente llegar a establecer una relación igual a: 
                                n
r
n
rn
ror
n
o
D
a
Hy
D
a
a
PH
εσεσσ
σπ 


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
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
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                         (4.1) 
Por lo tanto, en aquellas regiones donde se llegara a una zona completamente plástica, 
sería de esperar que 
D
a
r 4.0=ε , por lo que al representar εr - a/D, cabe esperar una 
relación lineal, de pendiente 0.4, entre estas dos cantidades. Por ello se muestran las 
distintas curvas εr - a/D dándose, en un misma figura, distintas curvas que se diferencian 
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en σr/E pero que tienen el mismo índice de endurecimiento n. Para calcular εr simplemente 
se ha hecho 
                                                            
n
o
r
H
/1
8.2 


= σε                                                     (4.2) 
0
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0.015
n005E200Y1034   
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Fig.4.1. Curva deformación-radio de contacto para n=0.05. 
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Fig.4.2. Curva deformación-radio de contacto para n=0.1. 
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Fig.4.3. Curva deformación-radio de contacto para n=0.2. 
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Fig.4.4. Curva deformación-radio de contacto para n=0.4. 
Queda claro de la Ec. (4.2) que εr no puede calcularse para n=0 por dar origen a 
una indeterminación matemática, esto no quita generalidad a las posteriores discusiones ya 
que siempre se puede hacer el límite de n tendiendo a cero. 
 Al comparar las diferentes figuras puede uno darse cuenta que a medida que n 
crece, la relación entre εr y a/D se vuelve más lineal. 
 Para aquellos materiales más blandos, n∼0.05-0.1, correspondientes a las Fig. 4.1 y 
4.2, la relación lineal no se alcanza en la parte baja de las curvas, bajas profundidades de 
penetración, debido a un comportamiento elasto-plástico del material. Por la parte alta de 
las curvas la linealidad se pierde por efecto de las grandes deformaciones inducidas en el 
material es decir, cuando el radio del indentador es comparable al radio de contacto a.  
Al observar un corte de n puede verse que cuan menor sea el límite elástico, σys, 
antes se alcanzará una región lineal pero, de la misma forma, antes se alcanzará la zona de 
altas deformaciones. El razonamiento a partir del límite elástico es reproducible si se 
piensa en términos del módulo de Young. Supóngase que en cada una de las figuras que 
muestran cortes de n se toma σr constante, cuan menor sea el valor de σr/E, cuan mayor 
sea el módulo elástico es decir, cuan más rígido sea el material, antes se alcanzará una 
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relación de linealidad entre εr y a/D pero, de nuevo, menor será el rango de validez del 
experimento porque antes influye la geometría del indentador en la deformación, no 
existiendo modelos que predigan el comportamiento del material en este régimen. Este 
mismo aspecto limitará la región de validez de la solución propuesta, tal y como se 
comentará más adelante. 
Para materiales con alto nivel de endurecimiento, n∼0.4, materiales más duros, 
como pueden ser los correspondientes a la Fig. 4.4, prácticamente no existe efecto elasto-
plástico ni se alcanzan zonas de gran deformación, aspecto que, aunque aquí se intuya 
positivo, reducirá la aplicabilidad de las ecuaciones propuestas en el capítulo 2.4. En estos 
casos, pues, la relación entre εr y a/D es lineal prácticamente a lo largo de todo el rango de 
indentación. De hecho, estrictamente, la pendiente obtenida únicamente es 0.4 
aproximadamente, para aquellos metales con elevado endurecimiento, bajo límite elástico 
y gran rigidez. A medida que el límite elástico crece, aunque la relación se mantenga 
lineal, el valor de la pendiente se aleja del valor esperado, en concreto disminuyendo. En 
general esto sucede en todos los cortes de n, a medida que el límite de fluencia aumenta la 
pendiente de la zona lineal disminuye, pero conforme n aumenta la dispersión entre las 
diversas pendientes disminuye, las curvas se juntan. 
Otro aspecto que cabe destacar de la observación de estos resultados es que las 
curvas no dependen del valor del módulo de Young sino del cociente σr/E, aspecto que, 
aunque se había introducido para el caso de las curvas de dureza escalada, era del todo 
lógico por la discusión hecha acerca del análisis dimensional. Por ejemplo, en la Fig. 4.1 
puede verse como las curvas n005E200Y1034 y n005E70Y362 coinciden por tener ambas 
un valor de σr/E,=0.006.Lo mismo puede comprobarse en la Fig. 4.2 con los casos 
n01E200Y2429 y n01E70Y850 con σr/E,=0.015. En las Fig. 4.3 y 4.4 pueden encontrarse 
otros dos ejemplos de lo comentado. 
Todo esto lleva a concluir que, por lo que parece, las regiones completamente 
plásticas sólo se alcanzan para valores elevados de n, cosa que tiene poco o ningún sentido 
cuando se vean los resultados para H/σr - a/D, donde la región completamente plástica 
deberá traducirse en un valor de H/σr constante.  
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4.2. Curvas H/σr - a/D 
En este apartado se discutirán las gráficas correspondientes a H/σr vs a/D 
comparándolas con los modelos propuestos en el apartado 2.4 para regiones plásticas y 
elasto-plásticas. En primer lugar se presentarán las figuras para σr/E constante y a 
continuación se presentarán los resultados obtenidos para n constante. Esto posibilitará una 
explicación más clara acerca de aquellos parámetros que en cada momento afectan al 
comportamiento del material bajo la acción del indentador. El objetivo de este apartado 
será, pues, el de demostrar la falta de generalidad de las expresiones reportadas hasta el 
momento debido que, al no poder predecir la respuesta al ensayo de indentación de una 
gama lo suficientemente amplia de materiales, las propiedades mecánicas que se puedan 
extraer a partir de ellas no serán fiables. 
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Fig. 4.5. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para σr/E=0.02. 
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Fig. 4.6. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para σr/E=0.015. 
 
 
0
0,5
1
1,5
2
2,5
3
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
a/D
H
/ σ r
n0E200Y2000
n01E200Y1548
n02E200Y1124
n04E200Y430
n02E70Y393
n005E200Y1771
 
Fig. 4.7. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para σr/E=0.01. 
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Fig. 4.8. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para σr/E=0.006. 
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Fig. 4.9. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para σr/E=0.0025. 
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Fig. 4.10. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para σr/E=0.001. 
 
 En general, en las figuras presentadas, pueden distinguirse distintos 
comportamientos conforme aumenta el radio de contacto, i.e., la profundidad de 
penetración. En una primera zona la dependencia es lineal, no pudiéndose atribuir a 
un comportamiento elástico, para ello deberían visualizarse los campos de tensión 
de Mises y ver que las tensiones están por debajo del límite de fluencia. A 
continuación se observa una dependencia potencial que, dependiendo de la 
importancia de la primera zona será, más elasto-plástica que plástica, alejándose 
del comportamiento potencial plástico propuesto por la Ec. (2.2). En algunas de las 
curvas mostradas estas son las dos únicas etapas presentes en la respuesta del 
material a la indentación. Para otros existe la posibilidad de desarrollar otras dos 
comportamientos. Después de la zona elasto-plástica puede producirse un 
comportamiento completamente plástico, que en la curva quedará reflejado como 
una estabilización del valor de H/σr. Por último, aquellos materiales más blandos 
pueden desarrollar una región de grandes deformaciones. 
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 Conforme se pasa de la Fig. 4.5 a la 4.10 puede verse que σr/E disminuye. 
Esta disminución hace que, progresivamente, se desarrollen todas las zonas 
indicadas más arriba. De esta manera, suponiendo un valor de σr constante, 
conforme el módulo de Young fuera aumentando, los materiales tendrían tendencia 
a presentar todas las zonas descritas y, tal y como puede comprobarse, a desarrollar 
valores de dureza mayores, hecho lógico si se piensa que el material es cada vez 
más rígido. Conforme el material va volviéndose más rígido, tiene tendencia de 
adoptar una curva tensión-deformación en un ensayo de tensión uniaxial, que pasa 
de ser la de un material elástico, endurecido por deformación, a un material 
elástico-perfectamente plástico, esta evolución sería como la representada por la 
Fig. 4.11.5 
 
Fig. 4.11. Evolución del comportamiento de un material con el aumento de su módulo de Young.  
Como puede verse en la Fig. 4.11, si E tendiera a valores muy altos se alcanzaría un 
régimen completamente plástico desde el inicio de la indentación. El codo que se ve en las 
figuras y que separa la zona elástica de las zonas tanto de endurecimiento por deformación 
como completamente plástica, es una transición elasto-plástica, que, tal y como se ha 
dicho, hace que el endurecimiento no pueda ser tratado como una ley potencial. 
Aquellos materiales que evolución de forma más rápida son los que tienen n∼0, los 
más blandos. Estos serán, también, los que antes verán su comportamiento afectado por las 
dimensiones del indentador es decir, los que antes desarrollarán una zona de grandes 
deformaciones. Para cada corte de σr/E puede verse que los materiales con mayor σys, que 
lógicamente son los de menor n, presentan una zona elasto-plástica menor. Así, puede 
decirse que, conforme aumenta el módulo de Young y disminuye el límite de fluencia, 
menor es el efecto de la elasto-plasticidad y más probable es el desarrollo de un 
comportamiento completamente plástico. Sin embargo, al tiempo que esto pasa, menor es 
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el rango de validez del ensayo debido a la cada vez más temprana aparición del régimen de 
grandes deformaciones. 
En la Fig. 4.7 se hace patente el hecho que, conforme el límite de fluencia 
disminuye, el efecto de la elasto-plasticidad va haciéndose más importante, alejándose las 
curvas, también, de un comportamiento completamente plástico. 
El peor de los casos es el representado en la Fig. 4.10. En ella puede verse que para 
el material n0E200Y200 el rango de validez del experimento no va más allá de una 
indentación que implique la penetración de más de un 11% de la bola. Este cálculo es muy 
sencillo de hacer por tener el radio de contacto escalado con el diámetro total de la bola, lo 
único que debe hacerse es multiplicar por dos la cantidad a/D, obteniéndose así la fracción 
de bola que ha penetrado, en tanto por uno. 
En cada uno de los cortes también puede observarse que, mientras la dureza 
relativa y el radio de contacto normalizado son linealmente proporcionales, se da un 
comportamiento elástico, las curvas se solapan, tienen la misma respuesta debido a que E 
es el mismo, las curvas se separan una vez empieza a desarrollarse en ellos efectos de 
plasticidad, cuan mayor sea el límite de fluencia, más tarde sucederá esto.  Otro aspecto a 
observar y totalmente esperable es que, conforme el índice de endurecimiento por 
deformación aumenta, también lo hace la dureza máxima alcanzada. Esto puede verse muy 
bien en la Fig. 4.10, donde todos los materiales han alcanzado sus máximos valores de 
dureza en la zona completamente plástica excepto el material n04E200Y9, cuya dureza 
queda por encima de la de los demás materiales. 
Para estos gráficos también puede comprobarse la independencia de la forma de las 
curvas con el valor del módulo de Young, sólo dependen de σr/E, que es una de las 
variables que se usarán posteriormente para encontrar la ecuación de dureza general. Las 
discusiones en términos de E son válidas ya que, antes, debe tomarse constante el valor de 
σr, por lo que de hecho se está usando σr/E. 
A continuación se ofrecen las figuras obtenidas para distintos cortes de n. 
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Fig. 4.12. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para n=0. 
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Fig. 4.13. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para n=0.05. 
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Fig. 4.14. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para n=0.1. 
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Fig. 4.15. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para n=0.2. 
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Fig. 4.16. Curva de dureza escalada en función del radio de contacto escalado para n=0.4. 
 Lo primero que puede observarse al ver la evolución de las figuras 4.12 a 4.16 es 
que, conforme n aumenta las curvas parecen colapsar. En cada corte de n, el material con 
mayor límite de fluencia es el que presenta una mayor relación de dureza, conforme σys 
disminuye, las sucesivas curvas quedan unas debajo de otras. La imagen sería la de unas 
muñecas rusas, donde la muñeca más grande correspondería a la de mayor límite de 
fluencia, dentro de esta encontraríamos una de menor límite y así sucesivamente. Esto 
mismo puede razonarse con el módulo de Young tomando σr constante. El material más 
rígido, con mayor E, tendrá una curva más alta y conforme los materiales vayan siendo 
menos rígidos, las curvas irán bajando y, por tanto, sus durezas también irán siendo 
inferiores. 
 A medida que n aumenta el rango de validez del ensayo aumenta es decir, menos 
importante es la zona correspondiente a grandes deformaciones. También es cierto, sin 
embargo, que es precisamente para valores bajos de n donde puede observarse un 
comportamiento completamente plástico. A partir de n=0.2 ninguno de los materiales 
simulados desarrolla un comportamiento completamente plástico. 
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 Para un corte de n constante como el mostrado en la Fig. 4.14 es evidente ver que, 
tomando σr constante, conforme el módulo de Young disminuye, también lo hará la región 
elasto-plástica. Para un n dado, una combinación de E bajo y σys alto hacen que el efecto 
de la elasticidad sobre la plasticidad sea menor. Dicho esto, debe decirse que para valores 
de n altos como n=0.4 esto deja de ser tan evidente por lo comentado en primer lugar 
acerca de la práctica superposición de curvas en casos como el representado en la Fig. 
4.16.  
 De nuevo vuelve a ser obvio que, dentro de un corte de n, las mayores durezas 
corresponderán a aquellos materiales con un mayor módulo de Young.  
 Con lo discutido hasta aquí a partir de los resultados obtenidos mediante el análisis 
de simulaciones de indentación en un amplio espectro de materiales, puede verse que los 
comportamientos desarrollados por los materiales, aun siendo pocos en número, son 
difícilmente caracterizables. El comportamiento elástico durante indentación es difícil de 
capturar, el efecto de la elasticidad sobre la plasticidad no es evidente y tan solo existen 
vagas aproximaciones que den el punto en el cual se produce la transición entre un 
comportamiento elasto-plástico y el comportamiento completamente plástico. Este último 
régimen no se alcanza, dentro del ensayo de indentación, en materiales que son de gran 
importancia dentro del campo de la ingeniería, lo cual hace muy difícil el poder predecir la 
dureza que desarrollarán y, por lo tanto, será tarea casi imposible el poder relacionar los 
ensayos de dureza con las propiedades mecánicas del material. 
 Es por todo esto que se cree necesario el desarrollar una ecuación que, 
independientemente del régimen en el que se encuentre, permita determinar las 
propiedades mecánicas de un material metálico como los mostrados hasta el momento. 
Para ello se procederá al ajuste de las curvas H/σr vs a/D obtenidas mediante simulación. 
Cabe recordar que, tal y como se deduce de la Ec. 3.4, la ecuación final tendrá cuatro 
dimensiones. 
 Sin más demora se pasa a mostrar las curvas H/σr vs a/D con sus correspondientes 
ajustes. 
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4.3 Ajuste de curvas  
La función que se ha empleado para ajustar cada una de las curvas H/σr vs a/D ha 
sido: 
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Esta función es capaz de capturar las zonas elástica, elasto-plástica y completamente 
plástica. La única región que queda fuera del alcance de esta expresión es la 
correspondiente a grandes deformaciones. Las figuras se presentarán para cortes de n 
constante. 
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(f) 
Fig. 4.17. Curvas H/σr vs a/D con el correspondiente ajuste lineal para n=0 y para;  (a) σr/E=0.02,             
(b) σr/E=0.015,  (c) σr/E=0.01, (d) σr/E=0.006, (e) σr/E=0.0025, (f) σr/E=0.001. 
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(f) 
Fig. 4.18. Curvas H/σr vs a/D con el correspondiente ajuste lineal para n=0.05 y para;  (a) σr/E=0.02,            
 (b) σr/E=0.015,  (c) σr/E=0.01, (d) σr/E=0.006, (e) σr/E=0.0025, (f) σr/E=0.001. 
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(f) 
Fig. 4.19. Curvas H/σr vs a/D con el correspondiente ajuste lineal para n=0.1 y para;  (a) σr/E=0.02,             
(b) σr/E=0.015,  (c) σr/E=0.01, (d) σr/E=0.006, (e) σr/E=0.0025, (f) σr/E=0.001. 
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d 0.5
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(f) 
Fig. 4.20. Curvas H/σr vs a/D con el correspondiente ajuste lineal para n=0.2 y para;  (a) σr/E=0.02,             
(b) σr/E=0.015,  (c) σr/E=0.01, (d) σr/E=0.006, (e) σr/E=0.0025, (f) σr/E=0.001. 
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(f) 
Fig. 4.21. Curvas H/σr vs a/D con el correspondiente ajuste lineal para n=0.4 y para; (a) σr/E=0.02,             
(b) σr/E=0.015,  (c) σr/E=0.01, (d) σr/E=0.006, (e) σr/E=0.0025, (f) σr/E=0.001. 
 
Como puede comprobarse en todos los casos los ajustes son más que aceptables. 
Tal y como ya se adelantaba, la única zona susceptible de escapar del ajuste será la 
correspondiente a grandes deformaciones. En concreto los ajustes mostrados en la Fig. 
4.17, correspondientes a n=0, son los que presentan una mayor desviación de los puntos de 
la simulación. Esta será la segunda limitación en cuanto a la validez de la ecuación que se 
propondrá. La primera limitación es, como ya e ha comentado anteriormente, la 
profundidad de penetración. Estos aspectos serán comentados con más detalle en apartados 
posteriores. 
Puede verse que los coeficientes A, B, k y d no varían únicamente dentro de cada 
corte de n conforme σr/E varía, sino que también lo hacen al variar n. Lo que a 
continuación debe hacerse es ajustar la variación de estos valores con σr/E y n.  El 
procedimiento empleado para ajustar la variación de estos coeficientes es, primero, 
establecer que función seguirán viendo como varían, dentro de cada corte de n, con σr/E. 
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Una vez vista la función que sigue cada uno de los coeficientes, que será la misma sea cual 
sea el valor de n, tendremos distintas funciones con sus correspondientes parámetros, los 
cuales, a su vez variarán con n. 
Se empieza el análisis viendo como varía el coeficiente A. Dentro de cada corte de 
n se observa que la dependencia de A con σr/E sigue la función 
                                 
2
321 

⋅+⋅+=


E
A
E
AA
E
A rr
n
r σσσ                                     (4.3) 
donde, a su vez, los valores de A1, A2 y A3 variarán con n. De momento se empiezan 
mostrando los ajustes realizados para A dentro de cada corte de n. 
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
2,70
2,75
2,80
2,85
2,90
2,95
R^2 =  0.99906
  
A1 2.9066
A2 -15
A3 410.45679
A
σr/E
 
Fig. 4.22. Ajuste de la variación de A con σr/E para n=0. 
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0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
2,55
2,60
2,65
2,70
2,75
2,80
R^2 =  0.9997
  
A1 2.77122
A2 -13.82299
A3 361
A
σr/E
 
Fig. 4.23. Ajuste de la variación de A con σr/E para n=0.05. 
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
2,60
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2,68
2,70
2,72
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2,76
R^2 =  0.99982
  
A1 2.75591
A2 -3.55
A3 -136.37319
A
σr/E
 
Fig. 4.24. Ajuste de la variación de A con σr/E para n=0.1. 
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Fig. 4.25. Ajuste de la variación de A con σr/E para n=0.2. 
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
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R^2 =  0.99972
  
A1 17
A2 -1052.32566
A3 25500
A
σr/E
 
Fig. 4.26. Ajuste de la variación de A con σr/E para n=0.4. 
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 Como en el caso anterior, los ajustes son muy son muy buenos, lo cual indica que 
la función escogida era la adecuada. A continuación debe estudiarse la variación de los 
coeficientes A1, A2 y A3  con n. 
 Si se empieza por A1 la función que ajusta su variación con n es 
                                         ( )[ ]14131211111 exp)()( anaaaanA ⋅−⋅−−=                                  (4.4) 
dando un ajuste como el representado en la Fig. 4.27. 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
2
4
6
8
10
12
14
16
18
R^2 =  0.99935
  
a11 2.75
a12 20
a14 -4.2
a13 3.77474
A
1
n
 
Fig. 4.27. Ajuste de la variación de A1 con n. 
 La variación de A2 se captura con el mismo tipo de función exponencial 
                                        ( )[ ]24232221212 exp)()( anaaaanA ⋅−⋅−−=                                 (4.5) 
obteniéndose un ajuste como el siguiente: 
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0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
-1200
-1000
-800
-600
-400
-200
0
R^2 =  0.99991
  
a21 -7
a22 -10000
a24 -1.2
a23 1.26814
A
2
n
 
Fig. 4.28. Ajuste de la variación de A2 con n. 
Finalmente, A3 sigue el mismo tipo de comportamiento que sus predecesores. 
                                          ( ) ( )[ ]34333231313 exp)( anaaaanA ⋅−⋅−−=                                (4.6) 
La dependencia de A3 con n queda, añadiendo el pertinente ajuste, como 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
0
5000
10000
15000
20000
25000
30000
R^2 =  0.99914
  
a31 150
a32 30000
a34 -4.5
a33 3.81227
A 3
n
 
Fig. 4.29. Ajuste de la variación de A3 con n. 
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 Una vez vista la variación de A, puede pasarse a estudiar el caso de B. En este caso las 
cosas serán mucho más sencillas debido a que, por la estrategia seguida durante el ajuste, el 
valor de B sólo depende de n, siendo constante en cada corte de n sea cual fuere el valor de 
σr/E. 
 El ajuste de B con n puede hacerse con una función polinómica de grado 3: 
                                                                                           (4.7) 34
2
321)( nbnbnbbnB ⋅+⋅+⋅+=
Por lo tanto, el ajuste que se obtiene es: 
 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
-1,50
-1,25
-1,00
-0,75
-0,50
-0,25
0,00
R^2 =  0.99973
  
b1 -1.4964
b2 12.25895
b3 -55.03335
b4 80.44261
B
n
 
Fig. 4.30. Ajuste de la variación de B con n. 
Se estudia ahora el comportamiento de D. En este caso, como en el de K, la 
dependencia vuelve a ser de las dos variables n y σr/E. Para capturar la dependencia de D 
con σr/E se emplea la función: 
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                       ( )



 

 ⋅−⋅−−=

 4
3211 exp
D
r
n
r
E
DDDD
E
D σσ                             (4.8) 
La representación de los puntos de la simulación ajustados mediante esta función 
para los distintos valores de n es 
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
σr/E
R^2 =  0.99977
  
D1 0.565 ±0
D2 0.41 ±0
D4 -0.6 ±0
D3 179.91835 ±1.32124
D
 
Fig. 4.31. Ajuste de la variación de D con σr/E para n=0. 
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
0,46
0,48
0,50
0,52
0,54
0,56
0,58
0,60
0,62
σr/E
R^2 =  0.99853
  
D1 1
D2 -0.5
D4 0.07095
D3 2364.4845
D
 
Fig. 4.32. Ajuste de la variación de D con σr/E para n=0.05. 
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0,52
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0,56
0,58
0,60
0,62
0,64
σr/E
R^2 =  0.99958
  
D1 0.585
D2 0.27
D4 0.7
D3 372.25494
D
 
Fig. 4.33. Ajuste de la variación de D con σr/E para n=0.1. 
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
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0,36
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0,40
0,42
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0,46
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0,54
σr/E
R^2 =  0.99933
  
D1 0.53
D2 0.24
D4 0.8
D3 138.26521
D
. 
Fig. 4.34. Ajuste de la variación de D con σr/E para n=0.2. 
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0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
0,36
0,38
0,40
0,42
0,44
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0,48
0,50
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σr/E
R^2 =  0.99978
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Fig. 4.35. Ajuste de la variación de D con σr/E para n=0.4. 
En este caso son cuatro los valores que variarán con n. Procedamos, pues, a 
identificar las distintas dependencias con n. 
Para el caso de D1 la variación se captura con una función tal que 
                                ( ) 213212
1314
111 4
2)(
ddn
dddnD +−⋅⋅
⋅+= π                                 (4.9) 
dando como resultado un ajuste sobre los puntos que dan la variación de D1 con n como el 
mostrado en la Fig. 4.36. 
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0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
0,375
0,500
0,625
0,750
0,875
1,000
1,125
R^2 =  0.87831
  
d11 0.53796
d12 0.05
d13 0.05
d14 0.035
D
1
n
 
Fig. 4.36. Ajuste de la variación de D1 con n. 
 La variación de D2 sigue una función: 
                                          ( ) 223222
2324
212 4
2)(
ddn
dddnD +−⋅⋅
⋅+= π                               (4.10) 
Que, a su vez, ajusta los puntos tal y como queda representado en la siguiente figura: 
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0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
-0,6
-0,4
-0,2
0,0
0,2
0,4
0,6
R^2 =  0.89887
  
d21 0.41228
d22 0.05
d23 0.05
d24 -0.07
D
2
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 Fig. 4.37. Ajuste de la variación de D2 con n. 
 Como en los casos de D1 y D2, la función que mejor se ajusta a la variación de D3 con 
n es una función tipo Lorentziana: 
                                          ( ) 233232
3334
313 4
2)(
ddn
dddnD +−⋅⋅
⋅+= π                                (4.11) 
 En este caso el ajuste de los puntos provinentes del ajuste del coeficiente D con 
σr/E, para distintos cortes de n es algo mejor que en las dos situaciones anteriores, aun no 
siendo estas en absoluto poco fiables. 
 El ajuste proporcionado para D3 viene dado en la Fig. 4.38. 
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0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
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0
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2000
2500
3000
R^ 2 =  0.9907
  
y0 41.5
xc 0.05
w 0.04
A 144.58269
D
3
n
 
Fig. 4.38. Ajuste de la variación de D3 con n. 
 Para completar el ajuste de D, se procede a observar el comportamiento de D4 con n. 
Se comprueba que la mejor opción de ajuste la proporciona, esta vez, una función del tipo 
Weibull como las empleadas durante el ajuste de las curvas de dureza escalada. Se obtiene, 
pues, que la función de ajuste será: 
                                           ( ) ( )[ ]44434241414 exp)( dnddddnD ⋅−⋅−−=                                 (4.12) 
Con lo cual el ajuste que se obtiene en este caso es 
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
-0.75
-0.50
-0.25
0.00
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0.50
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1.00
1.25
1.50
R^ 2 =  0.92457
  
d41 1.19584
d42 -0.6
d44 0.89476
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D
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Fig. 4.39. Ajuste de la variación de D4 con n. 
 Para completar el análisis nos queda, finalmente, caracterizar la evolución de K. Para 
cada corte de n, la evolución de K con σr/E puede caracterizarse mediante una función como 
la propuesta en otras ocasiones y que se corresponde con una función de tipo Weibull: 
                                       ( )

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
 

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 4
3211 exp
K
r
n
r
E
KKKK
E
K σσ                            (4.13) 
Al  utilizar esta curva para ajustar los valores de K en función de σr/E parta cada corte de n se 
obtienen, para cada uno estos cortes, las siguientes figuras: 
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0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
0
50
100
150
200
250
300
350
400
450
500
σr/E
R^2 =  0.99821
  
K1 540
K2 33
K4 -1.35
K3 647.34107
K
 
Fig. 4.40. Ajuste de los valores de K para n=0. 
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
0
50
100
150
200
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300
350
400
σr/E
R^2 =  0.99865
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K2 23.5
K4 -1.3
K3 686.46294
K
 
Fig. 4.41. Ajuste de los valores de K para n=0.05. 
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R^2 =  0.9988
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K4 -1.25
K3 703.71419
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Fig. 4.42. Ajuste de los valores de K para n=0.1. 
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
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22
σr/E
R^2 =  0.99043
  
K1 21.72518
K2 4
K4 -0.72
K3 54.47731
K
 
Fig. 4.43. Ajuste de los valores de K para n=0.2. 
 
Una ecuación de dureza unificada para ensayos de indentación esférica. Pág. 101 
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1,0
1,2
1,4
σr/E
R^2 =  0.99905
  
K1 1.8
K2 0.06
K4 2.6
K3 62.3167
K
 
Fig. 4.44. Ajuste de los valores de K para n=0.4. 
 En este caso, al estudiar la evolución de K1, K2, K3 y K4, se observa que la función que 
mejor ajusta su variación con n es la misma para los cuatro parámetros, una función tipo 
Weibull. De manera que, si usamos una notación compacta para no ser repetitivos y escribir 
ecuaciones que serían redundantes, se tiene que: 
                                               ( ) ( )[ ]43211 exp ikiiiii nkkkkK ⋅−⋅−−=                                     (4.14) 
Si se representan ahora las funciones ajustadas que muestran la evolución de Ki  con n se 
obtienen las siguientes figuras: 
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Fig. 4.45. Ajuste de los valores K1 en función de n. 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
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Fig. 4.46. Ajuste de los valores K2 en función de n. 
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400
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k31 62
k32 700
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k33 5.4338
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Fig. 4.47. Ajuste de los valores K3 en función de n. 
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
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-1,0
-0,5
0,0
0,5
1,0
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3,0
R^2 =  0.99987
  
k41 17.81669
k42 -1.35
k44 2.77783
k43 1.4746
K
4
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Fig. 4.48. Ajuste de los valores K4 en función de n. 
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 Con el fin de proporcionar una notación más compacta de la ecuación generalizada 
de dureza propuesta, se ofrece un resumen de los coeficientes de la misma dados en forma 
de tablas. 
 Debe recordarse que la expresión general venía dada por: 
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Donde, 
 
                                  
2
321 
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

E
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E
AA
E
A rr
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r σσσ                                      (4.3) 
 
 En la Tabla 4.1 se proporcionan los coeficientes que mejor ajustan las dependencias 
de Ai con n. 
Tabla 4.1 Parámetros que ofrecen el mejor ajuste para las funciones Ai(n). 
Función ( )[ ]14131211111 exp)()( anaaaanA ⋅−⋅−−=  
a11 a12 a13 a14  
2.75 20 3.77474 -4.2 
Función ( )[ ]24232221212 exp)()( anaaaanA ⋅−⋅−−=  
a21 a22 a23 a24  
-7 -10000 1.26814 -1.2 
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Función ( ) ( )[ ]34333231313 exp)( anaaaanA ⋅−⋅−−=  
a31 a32 a33 a34  
150 30000 3.81227 -4.5 
 
Para el caso de B(n) se tiene que, al no depender B de σr/E: 
Tabla 4.2. Parámetros que optimizan el ajuste de la función B(n). 
Función 3
4
2
321)( nbnbnbbnB ⋅+⋅+⋅+=  
b1 b2 b3 b4  
-1.4964 12.25895 -55.03335 30.44261 
 
 Si se recupera la dependencia de D con σr/E a n constante, se comprueba que 
                        ( )



 

 ⋅−⋅−−=

 4
3211 exp
D
r
n
r
E
DDDD
E
D σσ                            (4.8) 
Cuyos valores Di dependen con n tal y como se muestra a continuación: 
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Tabla 4.3. Parámetros para el ajuste de las funciones Di(n). 
Función 
( ) 213212
1314
111 4
2)(
ddn
dddnD +−⋅⋅
⋅+= π  
d11 d12 d13 d14  
0.53796 0.05 0.05 0.035 
Función 
( ) 223222
2324
212 4
2)(
ddn
dddnD +−⋅⋅
⋅+= π  
d21 d22 d23 d24  
0.41228 0.05 0.05 -0.07 
Función 
( ) 233232
3334
313 4
2)(
ddn
dddnD +−⋅⋅
⋅+= π  
d31 d32 d33 d34  
41.15 0.05 0.04 144.58269 
Función ( ) ( )[ ]44434241414 exp)( dnddddnD ⋅−⋅−−=  
d41 d42 d43 d44  
1.19584 -0.6 10.15265 0.89476 
 
 Finalmente, el coeficiente K de la Ec. 4.2 viene representado, a n constante por: 
                                      ( )



 

 ⋅−⋅−−=

 4
3211 exp
K
r
n
r
E
KKKK
E
K σσ                             (4.13) 
Por lo que se tendrá que: 
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Tabla 4.4. Parámetros correspondientes al ajuste de la función K(n). 
Función ( )[ ]14131211111 exp)()( knkkkknK ⋅−⋅−−=  
k11 k12 k13 k14  
1.8 540 8.45538 1.84896 
Función ( )[ ]24232221212 exp)()( knkkkknK ⋅−⋅−−=  
k21 k22 k23 k24  
0.06 33 7.18581 1.53805 
Función ( ) ( )[ ]34333231313 exp)( knkkkknK ⋅−⋅−−=  
k31 k32 k33 k34  
62 700 5.4338 20 
Función ( ) ( )[ ]44434241414 exp)( knkkkknK ⋅−⋅−−=  
k41 k42 k43 k44  
17.81669 -1.35 1.4746 2.77783 
 
4.4. Representación tridimesional 
 Como es lógico la función obtenida en R4 no puede ser representada. En cambio sí es 
posible ofrecer varios cortes de la misma en R3. Los cortes que se muestran son a n constante. 
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Fig. 4.39. Corte de H/σr para n∼0. 
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Fig. 4.40. Corte de H/σr para n=0.05. 
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Fig. 4.41. Corte de H/σr para n=0.1. 
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Fig. 4.42. Corte de H/σr para n=0.2. 
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Fig. 4.43. Corte de H/σr para n=0.4. 
El hecho que en la Fig. 4.39 se indique el corte para n∼0 no 
mposibilidad de sustituir n=0 en la ecuación proporcionada, est
 de intentarlo, se llega a una indeterminación. De todas formas 
que en el límite n→0 la ecuación si existe. Esto implica que n=0
as llamadas evitable. 
La evolución de las superficies representadas en las 
cientemente suave como para no esperar comportamientos difer
 valores intermedios de n. 
. Comparación de resultados 
Una vez obtenida una curva de dureza generalizada el sigu
parar los valores que con ella se obtienen con aquellos p
ulaciones, de esta forma se puede evaluar la exactitud de el ajust
porcionadas en el capítulo 2.4. Para ello se escogerán diversos a/D
σr/E 
significa otra cosa que 
o se debe a que, en el 
esto no es un problema 
 es una discontinuidad 
Fig. 4.39-4.43 es lo 
entes a los observados 
iente paso lógico sería 
roporcionados por las 
e, y con las soluciones 
materiales de entre los 
Una ecuación de dureza unificada para ensayos de indentación esférica. Pág. 111 
simulados y se dará el valor de dureza correspondiente a bajas, medias y grandes 
profundidades de penetración.  
 
Tabla 4.5. Comparación de resultados de dureza para el material n005200Y156 y σr/E=0.001. 
 Dureza 
a/D Simulació
n 
Ajuste Hertz Meyer 
0.003752131 281.29 319.33 225.21 453.95 
0.041534254 534.76 542.54 2499.41 511.93 
0.205376838 541.51 548.63 13190.31 554.52 
 
Tabla 4.6. Comparación de resultados de dureza para el material n01E200Y331 y σr/E=0.0025. 
 Dureza 
a/D Simulació
n 
Ajuste Hertz Meyer 
0.006748106 641.51 628.29 405.06 975.56 
0.050487351 1185.92 1210.94 3041.96 1193.03 
0.19133038 1366.35 1351.92 12712.02 1363.05 
 
Tabla 4.7. Comparación de resultados de dureza para el material n02E200Y593 y σr/E=0.006. 
 Dureza 
a/D Simulació
n 
Ajuste Hertz Meyer 
0.00873933 1213.7 955.73 524.6 1718.09 
0.079080085 2556.47 2712.09 4791.63 2669.1 
0.196627737 3179.38 3270.39 12552.65 3202.43 
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Tabla 4.8. Comparación de resultados de dureza para el material n02E70Y393 y σr/E=0.01. 
 Dureza 
a/D Simulació
n 
Ajuste Hertz Meyer 
0.007239233 460.18 342.54 152.09 965.18 
0.081912165 1395.52 1474.27 1738.34 1567.97 
0.199578487 1791.19 1799.35 4468.25 1873.66 
 
 El primer hecho remarcable a la vista de los resultados expuestos es la limitada 
región de validez de la Ec. 2.13 correspondiente al régimen de Hertz. De hecho, puede 
decirse que la expresión de Hertz sólo será válida para materiales muy blandos y 
únicamente en los primeros estadios de la indentación es decir, durante el régimen elástico. 
 En cuanto a la comparación entre los resultados de dureza proporcionados por las 
simulaciones y aquellos extraídos mediante el ajuste de las curvas es de remarcar el 
relativamente baja dispersión existente, en el peor de los casos el error entre los dos 
valores es del 20%, siendo aún mayor si se comparan los resultados de la simulación y la 
dureza predicha mediante la ley de Meyer. De todas formas este es un caso extremo, 
manteniéndose el error, como norma general, por debajo del 6%. 
 También es interesante comprobar que la ley de Meyer ajusta los valores de dureza, 
en la zona plástica, mejor de lo que cabría esperar. Sin embargo, para indentaciones que 
quedan dentro del campo elástico, la aplicación de la ley de Meyer hace que se sobreestime 
el valor de la dureza. La Ec. 2.20, correspondiente a la ley de Meyer, ajusta mejor los 
resultados de las simulaciones conforme se aplica a un metal con más capacidad de 
endurecimiento y mayor grado de rigidez. 
 El último valor de dureza dado en la Tabla 4.5 corresponde a la zona de grandes 
deformaciones, donde la dureza empieza a caer. Esto indica que el ajuste es bueno incluso 
si el radio de contacto empieza a ser comparable al del indentador. 
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4.6. Rango de aplicabilidad 
La ecuación de dureza propuesta en el apartado 4.4 tiene ciertas limitaciones en su 
aplicabilidad. Tal y como puede verse en la Fig. 4.12, caso de n=0, muchas de las curvas 
de dureza entran en la zona de grandes deformaciones, donde el tamaño del indentador es 
comparable al radio de contacto, cuando el tanto por ciento de bola introducida no supera 
el 30%. En cambio, para n=0.05, caso correspondiente a la Fig. 4.13, aunque en los dos 
materiales con límite de fluencia más pequeños desarrollan zonas de grandes 
deformaciones, estas no son demasiado importantes  y, por tanto, no se traducen en un 
aumento considerable del error al suponer aún válida la ecuación de dureza presentada. 
Debe quedar claro que no todos los casos con n=0 quedan fuera de la ecuación de dureza, 
tan sólo aquellos con un límite fluencia muy bajo. 
El segundo factor importante para delimitar la zona de validez de la ecuación de 
dureza es el grado de penetración o el valor del radio de contacto escalado con el diámetro 
del indentador. Una vez asumido que algunos casos con n=0 no podrán ser explicados 
mediante la ecuación propuesta, serán las curvas con n=0.05 las que den el máximo valor 
de a/D que se podrá alcanzar sin salirse del dominio de la ecuación de dureza. A la vista de 
las curvas mostradas en la Fig. 4.13, puede decirse que la ecuación es aplicable en 
indentaciones que impliquen una penetración inferior al 35-40% de la bola. 
A pesar de estas dos limitaciones, y recordando que no todos los materiales con 
n=0 quedan fuera del alcance de la ecuación de dureza unificada, el rango de aplicabilidad 
de la solución propuesta es amplio y cubre la mayoría de materiales metálicos con interés 
ingenieril. 
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Conclusiones 
El proyecto se ha basado en la realización sistemática de simulaciones por 
elementos finitos de ensayos de dureza Brinell. Mediante estas simulaciones se han 
obtenido las curvas de dureza escalada en función del radio de contacto del indentador en 
el material. 
Las principales conclusiones son: 
1) Se ha puesto de relieve de forma exhaustiva que las etapas de contacto elasto-
plástica y completamente plástica pueden variar su extensión según el tipo de 
material ensayado. Por ejemplo, la región completamente plástica se alcanzará 
antes para una combinación de coeficiente de endurecimiento por deformación 
pequeño, un elevado módulo elástico y un valor bajo de límite de fluencia. 
2) Se ha obtenido una ecuación de dureza general para un amplio espectro de 
materiales metálicos. La ecuación correlaciona explícitamente el tamaño de huella 
y el radio del penetrador con el límite de fluencia, el coeficiente de endurecimiento 
por deformación y el módulo de Young del material indentado. Dicha ecuación se 
consigue gracias al ajuste de las curvas de dureza obtenidas mediante las 
simulaciones, aplicando análisis dimensional. A partir de esta ecuación y tres pares 
de puntos dureza-radio de contacto, es posible obtener las propiedades mecánicas 
de un material metálico genérico. 
3) Con la comparación de los resultados de dureza proporcionados por las 
simulaciones, los ajustes de las curvas y las aproximaciones existentes de Hertz y 
Meyer, puede concluirse que el rango de aplicabilidad de Hertz se limita a 
materiales prácticamente elásticos y, por tanto, es de escasa utilidad en aras a 
encontrar una expresión general de dureza. Los resultados previstos por la ley de 
Meyer se ajustan en mayor grado a los suministrados por las simulaciones a medida 
que aumenta el nivel de penetración o, lo que es lo mismo, cuando el material 
tiende a una respuesta completamente plástica. La ecuación de dureza propuesta en 
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este proyecto da, a pesar de las limitaciones en su aplicabilidad, buenas 
aproximaciones a los valores de dureza simulados sea cual sea el régimen en el que 
se encuentre el material debido a la profundidad de penetración es decir, es 
igualmente aplicable a zonas elasto-plásticas que a regiones completamente 
plásticas. A nuestro entender, no existen ecuaciones similares en la literatura 
especializada. 
4) En vista a afinar el ajuste y reducir los márgenes de error entre los valores de 
dureza predichos por la ecuación propuesta y los suministrados por las 
simulaciones, sería recomendable simular materiales con otros coeficientes de 
endurecimiento, por ejemplo n=0.3, y aumentar el espectro de limites de fluencia.  
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Presupuesto 
 Dado el carácter eminentemente científico del presente proyecto y puesto que no se 
han empleado más máquinas de ensayo que los ordenadores para generar las simulaciones, 
se hace difícil estimar una cuantía económica para la realización de este trabajo.  
 El lapso de tiempo que transcurrió desde el inicio del proyecto con las primeras 
lecturas relacionadas con la temática tratada hasta finalizar el redactado del mismo se 
estima en 9 meses. La dedicación personal durante este intervalo de tiempo ha sido 
necesariamente desigual, el tiempo de simulación requerido para cada caso fue distinto y el 
material de papelería consumido sólo puede ser estimado en órdenes de magnitud. 
 Para realizar el presupuesto se han tenido en cuenta tres grandes aspectos: equipo 
informático, recursos humanos y material empleado. 
 Por lo que hace al equipo informático se ha tenido en cuenta el precio inicial de la 
estación de trabajo así como el precio de la licencia de ABAQUS y el valor del PC 
empleado en el análisis de las simulaciones. En los tres casos se ha tenido en cuenta el 
periodo de amortización para, de esta manera, estimar el precio/hora que supone el uso del 
equipo. 
 En lo referente a los recursos humanos se ha tenido en cuenta, como ya se ha dicho, 
que el plazo de realización ha sido de 9 meses. Considerando que cada mes tiene, 
aproximadamente, 4.22 semanas y que se han trabajado 6 de los 7 días, el proyecto ha sido 
realizado en unos 225 días. El precio/hora de un ingeniero superior se estima en unos 
15.5€/hora. 
 Finalmente se tiene en cuenta el material empleado como pueden ser bolígrafos, 
papel, impresión y encuadernación de la memoria, etc. 
 A continuación se muestran las tablas que resumen los tres aspectos comentados 
para la realización del presupuesto. 
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Evaluación del coste horario asociado a la amortización de 
los recursos informáticos 
CONCEPTO 
Coste 
total (€) 
Tiempo de 
amortización 
(años) 
Coste anual 
(€/año) 
Cost horari 
(€/hora) 
Work Station Silicon 
graphics 30000 5 6000 0,69 
Licencia de ABAQUS 
6000 _ 6000 0,69 
PC Dell P4 1260 3 420 0,05 
 
Coste asociado al uso del equipo informático 
CONCEPTO 
Coste horario 
(€/hora) 
Horas Coste por ensayo  
(€/ensayo) 
Work Station 
Silicon 
graphics 
0,69 6 4,14 
Licencia de 
ABAQUS 
0,69 6 4,14 
PC Dell P4 0,05 3 0,15 
Coste por simulación asociado al equipo informático 8,43  
Coste total del equipo informático 295,05 € 
 
Costes asociados al personal durante la 
elaboración de las diferentes etapas del 
proyecto FASE DEL PROYECTO 
Días 
dedicados Horas Coste (€)  
Análisi preliminar del 
problema 15 45 697,5 
Estudio bibliográfico 20 60 930,0 
Creación del modelo 50 180 2790,0 
Ajuste del software y 
obtención de 
resultados 
50 200 3100,0 
Análisis de resultados 60 250 3875,0 
Elaboración del informe 30 150 2325,0 
Coste total asociado al personal 13717,5 
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Costes asociados al consumo de material 
MATERIAL 
Coste unidad (€ 
) 
Unidades 
consumidas Coste (€)  
Bolígrafos 1 3 3 
Blocs de notas 3 2 6 
Papel impresora  0,02 200 4 
Comunicaciones _ _ 150 
Carpetas 2,5 2 5 
CD 0,7 5 3,5 
Impresión 30 3 90 
Encuadernación 3 3 9 
Bibliografía 60 1 60 
Coste total asociado al material 330,5 
 
 El coste total aproximado del proyecto será la simple suma de las tres cantidades 
totales referidas a costes informáticos, recursos humanos y material. 
 
CONCEPTO 
  
COSTE 
ASOCIADO 
Equipo informático 
…………
… 295,05 
Recursos humanos
…………
… 13717,5 
Material 
…………
… 330,5 
 TOTAL = 14343,05 
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Impacto medioambiental 
 Puesto que la realización del proyecto se fundamenta en el análisis de simulaciones 
por elementos finitos cabe destacar que no se han empleado probetas para realizar ensayos. 
Esto implica que no ha sido necesario mecanizar piezas, pulirlas, atacarlas con elementos 
químicos y tampoco se ha requerido el uso de máquinas de ensayo como pueden ser 
indentadores, máquinas de tracción o compresión. Todas estas características hacen de éste 
un proyecto, a priori, respetuoso con el medio ambiente dado que, de forma directa, no es 
necesario desarrollar ninguna actividad susceptible de causar un perjuicio al entorno. 
 Por otro lado, el proyecto si tiene una vertiente contaminante. El uso sistemático de 
equipo informático hace necesario un mayor consumo de energía eléctrica, que se ve 
altamente incrementado por la necesidad de usar equipos refrigeradores para combatir el 
calentamiento inducido por estar los ordenadores encendidos de forma ininterrumpida. Por 
lo tanto, y al contrario de lo que pudiera parecer en un principio, si existe un impacto 
medioambiental negativo originado por los métodos empleados para obtener la electricidad 
necesaria. 
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ANEXO A 
Input empleado en la modelización de ensayos de indentación esférica 
 
*Heading 
** Job name: Job-1 Model name: Model-1 
*Preprint, echo=NO, model=NO, history=NO, contact=NO 
** 
** PARTS 
** 
*Part, name=Indentador 
*Node 
1,        1000.,        2000. 
2,   999.999329,   1998.84045 
. 
. 
. 
37096,         321.,        -318. 
37097,         321.,        -321. 
*Element, type=CAX4 
1, 1, 2, 3, 4 
2,    5,    6,    7, 1042 
3, 1042,    7,    8, 1041 
. 
. 
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. 
36761,  364,  959, 2680, 1040 
36762, 1040, 2680, 2679, 1039 
36763, 1039, 2679,  958,  365 
*Nset, nset=_PickedSet326, internal, generate 
1,  37097,      1 
*Elset, elset=_PickedSet326, internal, generate 
1,  36763,      1 
** Region: (Probeta:Picked) 
*Elset, elset=_PickedSet326, internal, generate 
1,  36763,      1 
** Section: Probeta 
*Solid Section, elset=_PickedSet326, material=n01E200Y50 
1., 
*End Part 
**   
** 
** ASSEMBLY Ensamblado del indentador y la malla 
** 
*Assembly, name=Assembly 
**   
*Instance, name=Malla-3, part=Malla 
*End Instance 
**   
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*Instance, name=Indentador-1, part=Indentador 
0.,       -1000.,           0. 
*End Instance 
**   
*Nset, nset=_PickedSet33, internal, instance=Malla-3 
310,  312, 1337, 1338, 1339, 1340, 1341, 1342, 1343, 1344, 1345, 1346,     1347, 1348, 
1349, 1350 
1351, 1352, 1353, 1354, 1355, 1356, 1357, 1358, 1359, 1360, 1361, 1362,    1363, 1364, 
1365, 1366 
1367, 1368, 1369, 1370, 1371, 1372, 1373 
*Elset, elset=_PickedSet33, internal, instance=Malla-3, generate 
1747,  3153,    38 
*Nset, nset=_PickedSet34, internal, instance=Malla-3 
306,  309,  312,  390,  391,  711,  712,  811,  817,  933, 1300, 1301,     1302, 1303, 1304, 
1305 
1306, 1307, 1308, 1309, 1310, 1311, 1312, 1313, 1314, 1315, 1316, 1317,    1318, 1319, 
1320, 1321 
. 
. 
. 
356, 2357, 2358, 2359, 2360, 2361, 2362, 2363, 2364, 2365, 2366, 2367,     2368, 2369, 
2370, 2371 
2372, 2373, 2374, 2375, 2376, 2377, 2378, 2379 
*Elset, elset=_PickedSet34, internal, instance=Malla-3 
274,  3153,  3154,  3155,  3156,  3157,  3158,  3159,  3160,  3161,        3162,  3163,  3164, 
 3165,  3166,  3167 
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3168,  3169,  3170,  3171,  3172,  3173,  3174,  3175,  3176,  3177,       3178,  3179,  3180, 
 3181,  3182,  3183 
. 
. 
. 
31050, 31051, 31052, 31053, 31054, 31055, 31056, 31057, 31058, 31059,      31060, 
31061, 31062, 31063, 31064, 31065 
31066, 31067, 31068, 31069, 36512, 36646 
*Nset, nset=_PickedSet35, internal, instance=Indentador-1 
6302, 
*Nset, nset=_PickedSet36, internal, instance=Indentador-1 
6302, 
*Nset, nset=_PickedSet37, internal, instance=Indentador-1 
6302, 
*Nset, nset=Set-1, instance=Indentador-1 
6302, 
*Elset, elset=__PickedSurf17_SPOS, internal, instance=Indentador-1, generate 
    1,  6300,     1 
*Surface, type=ELEMENT, name=_PickedSurf17, internal 
__PickedSurf17_SPOS, SPOS 
*Elset, elset=__PickedSurf18_S3, internal, instance=Malla-3 
4,  1709,  1710,  1711,  1712,  1713,  1714,  1715,  1716,  1717,  1718,   1719,  1720,  
1721,  1722,  1723 
1724,  1725,  1726,  1727,  1728,  1729,  1730,  1731,  1732,  1733,       1734,  1735,  1736, 
 1737,  1738,  1739 
 
Una ecuación de dureza unificada para ensayos de indentación esférica. Pág. 131 
. 
. 
. 
28451, 28452, 28453, 28454, 28455, 28456, 28457, 28458, 28459, 28460,      28461, 
28462, 28463, 28464, 28465, 28466 
28467, 28468, 28469, 28470, 28471, 28472, 28473, 28474, 28475, 28476,      28477, 
36361, 36460 
*Elset, elset=__PickedSurf18_S1, internal, instance=Malla-3, generate 
14650,  14755,      1 
*Surface, type=ELEMENT, name=_PickedSurf18, internal 
__PickedSurf18_S3, S3 
__PickedSurf18_S1, S1 
*Rigid Body, ref node=Indentador-1.Indentador-RefPt_, elset=Indentador-1.Indentador 
*End Assembly 
*Amplitude, name=carrega1, definition=SMOOTH STEP 
0., 0., 1., -134. 
*Amplitude, name=descarrega1, definition=SMOOTH STEP 
0., -134., 1., 0. 
**  
** MATERIALS Definición de propiedades del material  
**  
*Material, name=n01E200Y50 
*Elastic 
200000., 0.3 
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*Plastic 
   50.,          0. 
  52.5, 0.000144724 
   55., 0.000373436 
  57.5, 0.000723889 
   60.,  0.00124793 
  62.5,  0.00201581 
   65.,  0.00312146 
  67.5,  0.00468914 
   70.,  0.00688137 
  72.5,  0.00990867 
   75.,   0.0140413 
  77.5,    0.019623 
   80.,   0.0270878 
  82.5,   0.0369796 
   85.,   0.0499748 
  87.5,   0.0669098 
   90.,   0.0888117 
  92.5,    0.116935 
   95.,    0.152802 
  97.5,    0.198253 
  100.,      0.2555 
 102.5,    0.327189 
  105.,    0.416472 
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 107.5,    0.527087 
  110.,    0.663448 
 112.5,    0.830752 
  115.,     1.03509 
 117.5,     1.28357 
  120.,     1.58448 
  125.,     2.38356 
  130.,     3.52853 
  135.,      5.1466 
  140.,     7.40422 
  145.,      10.517 
  150.,     14.7615 
**  
** INTERACTION PROPERTIES Interacción entre superficies 
**  
*Surface Interaction, name="no fricc" 
1., 
*Friction 
0., 
*Surface Behavior, pressure-overclosure=HARD 
**  
** BOUNDARY CONDITIONS 
**  
** Name: Base Type: Displacement/Rotation 
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*Boundary 
_PickedSet33, 2, 2 
** Name: Eix Type: Displacement/Rotation 
*Boundary 
_PickedSet34, 1, 1 
** Name: Indentador_U1 Type: Displacement/Rotation 
*Boundary 
_PickedSet35, 1, 1 
** Name: Indentador_U2 Type: Displacement/Rotation 
*Boundary 
_PickedSet37, 2, 2 
** Name: Indentador_UR3 Type: Displacement/Rotation 
*Boundary 
_PickedSet36, 6, 6 
**  
** INTERACTIONS 
**  
** Interaction: contacte 
*Contact Pair, interaction="no fricc" 
_PickedSurf18, _PickedSurf17 
** ---------------------------------------------------------------- 
**  
** STEP: carrega Definición de aplicación de carga 
**  
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*Step, name=carrega, nlgeom=YES, inc=24000, unsymm=YES 
*Static 
0.3, 1., 1e-05, 1. 
**  
** BOUNDARY CONDITIONS Limitaciones al movimiento del material 
**  
** Name: Indentador_U2 Type: Displacement/Rotation 
*Boundary, amplitude=carrega1 
_PickedSet37, 2, 2, 1. 
**  
** OUTPUT REQUESTS Variables solicitadas para su posterior análisis 
**  
*Restart, write, frequency=0 
**  
** FIELD OUTPUT: F-Output-2 
**  
*Output, field, frequency=20 
*Element Output, directions=YES 
S,  
**  
** FIELD OUTPUT: F-Output-1 
**  
*Node Output 
U,  
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**  
** HISTORY OUTPUT: H-Output-1 
**  
*Output, history 
*Contact Output 
CAREA,  
**  
** HISTORY OUTPUT: H-Output-2 
**  
*Node Output, nset=Set-1 
RF2, U2 
*End Step 
** ---------------------------------------------------------------- 
**  
** STEP: descarrega Ideem al caso de carga 
**  
*Step, name=descarrega, nlgeom=YES, inc=24000, unsymm=YES 
*Static 
0.01, 1., 1e-05, 0.01 
**  
** BOUNDARY CONDITIONS 
**  
** Name: Indentador_U2 Type: Displacement/Rotation 
*Boundary, amplitude=descarrega1 
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_PickedSet37, 2, 2, 1. 
**  
** OUTPUT REQUESTS 
**  
*Restart, write, frequency=0 
**  
** FIELD OUTPUT: F-Output-2 
**  
*Output, field, frequency=20 
*Element Output, directions=YES 
S,  
**  
** FIELD OUTPUT: F-Output-1 
**  
*Node Output 
U,  
**  
** HISTORY OUTPUT: H-Output-1 
**  
*Output, history 
*Contact Output 
CAREA,  
**  
** HISTORY OUTPUT: H-Output-2 
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**  
*Node Output, nset=Set-1 
RF2, U2 
*End Step 
 
 
